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Présentation et mode d’emploi

Qu’est-ce que ce cahier ?

Ce cahier est congu pour vous aider a préparer votre entrée en seconde année de BCPST.

C’est la premiére version de ce cahier. Il peut y avoir quelques erreurs (peu), il y a des exercices trop difficiles...
Pas de panique, il ne s’agit pas de tout faire en bloc (ni de tout faire), mais de re-solliciter au maximum les
compétences acquises au lycée et surtout en BCPST1. Et de travailler ses points faibles.

Les techniques présentées dans ce cahier doivent étre maitrisées pour bien suivre en BCPST?2.
Il y a bien siir des exercices plus difficiles mais leur compréhension a 1’aide du corrigé peut étre
profitable.

Plus vous étes ambitieux dans vos études, plus vous devez approfondir ce cahier!

A quoi sert-il ?

En mathématiques, la technique et le calcul sont fondamentaux.

Sans technique, il est impossible de correctement appréhender une question mathématique. De méme que 1’on
doit faire des gammes et beaucoup pratiquer lorsque ’on apprend un instrument, on doit calculer réguliérement
lorsque 'on pratique les mathématiques, notamment en CPGE et dans les études post-Bac.

Comment est-il organisé ?

Ce cahier comporte plusieurs parties :
e Un sommaire vous permettant de voir d’un seul coup d’ceil les différentes fiches et de noter celles que vous
avez déja faites ou pas.

e Une partie exercices, centrée sur les calculs « de base » : développement, factorisation, racines carrées,
fractions, etc. Cela peut vous paraitre simple, mais sachez que ce type d’erreur de calcul est toujours
fréquent, méme en spé, méme sur les copies de concours. Travailler les techniques élémentaires de calcul
vous facilitera grandement la vie!

e Les réponses brutes ainsi que les corrigés détaillés, qui sont a la fin du cahier.
Chaque fiche de calcul est organisée ainsi :
e Une présentation du théme de la fiche et des prérequis.

e Une liste de calculs, dont le temps de résolution (incluant la longueur et la technicité du calcul) est
symbolisé par une ( ©), deux ( 00), trois (| OOO) ou quatre (OOO®) horloges.

e Vous étes invité a écrire directement les réponses dans les cadres prévus a cet effet.




Comment ’'utiliser ?

Un travail personnalisé.

Ce cahier de calcul est prévu pour étre utilisé en autonomie.
Ne cherchez pas a faire linéairement ce cahier : les fiches ne sont pas a faire dans I’ordre, mais en fonction
des points que vous souhaitez travailler.

Un travail régulier.

Essayez de pratiquer les calculs & un rythme régulier : une quinzaine de minutes par jour par exemple.
Point important : pour réussir a calculer, il faut répéter. C’est pour cela que nous avons mis plusieurs
exemples illustrant chaque technique de calcul.

Il peut étre utile de parfois refaire certains calculs : n’hésitez pas a cacher les réponses déja écrites dans
les cadres, ou a écrire vos réponses dans les cadres au crayon a papier.

Un travail efficace.

Attention a l'utilisation des réponses et des corrigés : il est important de chercher suffisamment par vous-
méme avant de regarder les réponses et/ou les corrigés. Il faut vraiment faire les calculs afin que le
corrigé vous soit profitable.

N’hésitez pas a ne faire qu’en partie une feuille de calculs : il peut étre utile de revenir plusieurs fois a une
méme feuille, afin de voir a quel point telle technique a bien été assimilée.

La progression

Avoir une solide technique de calcul s’acquiert sur le long terme.

Une bonne connaissance du cours combinée a une plus grande aisance en calcul, c’est un trés beau tremplin
vers la réussite en prépa ou dans vos études!

Yannick Géatel
Professeur de Mathématiques en BCPST2
Lycée Joffre
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Fiche de calcul n°1

Fractions

Prérequis
Reégles de calcul sur les fractions.

Calculs dans ’ensemble des rationnels

001A

— Simplification de fractions. 00
Simplifier les fractions suivantes (la lettre k désigne un entier naturel non nul).
) 32 ) 2771 % 42
A) o i C) o
10 “ Aot
1 _9)2k+1 2k—1
B) 83X o e q EXTT xS
42 4k x 3—k+1
— Sommes, produits, quotients, puissances. 00
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
2 1 36 15
o e — X — Xb ..
9 173 ) 25X
2 2 6
b) = =02 ... d) ——+(—=) e
) 3 ) 15 ( 5)
alcul 1.3 000
Ecrire les nombres suivants sous forme d’une fraction irréductible.
11 1 1
2X 3 X DX T (2 o o o) e
a) 2x3x5xT)(5+5+5+3)
b) 136 28 . 62 o 21
15 =t 1o G TCTTTeeeeeeeTeeneereeseesei
) 510 x 73 — 25° x 492
C) o e
(125 x 7)3 + 52 x 143
Q) 1978 x 19794+ 1 980 x 21 + 1958
T 080X 1 070 — L 078 )L 070~ ' " ottt esee e
Calcul 1.4/ — Un petit calcul. ]
) 05—-24+=2 05—24+1-02
Ecrire — 517 537 = 73 74 sous forme d’une fraction irréductible. ..........
s-wtx  s-it3z—35
— Le calcul littéral a la rescousse. 00
En utilisant les identités remarquables et le calcul littéral, calculer les nombres suivants.
) 2 022 ) 1235 x 2469 —1 234
a .. ) —————————— ..
(=2 022)2 + (-2 021)(2 023) 1234 x 2469+ 1 235
b 2 0212 d) 4 002
) 202024202222 1000 x1002—-999 x 1001 "
Fiche n° 1. Fractions 3



— Les fractions et le calcul littéral. 00
Mettre sous la forme d’une seule fraction, qu’on écrira sous la forme la plus simple possible.
1 1 1
- — E N
a) CESIE +n+1 - pour 7
3 _ 3 b)2
b) ((Z 7 (C;t b) pour (a,b) € Z?, distincts deux & deux. ...................oon..
6(n+1)
c) %ﬁn—?) pour n € N \{L, 2}, oo
n2(n—1)2
— Le quotient de deux sommes de Gauss. )
,n2
k
S kgo X s plp+1)
Simplifier —— pour tout n € N*, en utilisant la formule 1 +2+--- +p = g
Sk
k=0
— Décomposition en somme d’une partie entiére et d’une partie décimale. ')
. b
Soit k € R\{1} et x € R\{2}. Ecrire les fractions suivantes sous la forme a + — avec b < c.
c
29 k Jr —1
— . b) —— ... ..
7 % - A
— Un produit de fractions. )
. 1 1 9 9
Soit t € R\{—1}. On donne A = v G102 et B= (1+t*)(1+1)°
Simplifier AB autant que possible. ....... .. .
Comparaison
alcul 1.10] — Reégles de comparaison. L
Comparer les fractions suivantes avec le signe « > », « < » ou « = ».
3 5 12 10 125 105
S e e b) —...— ...... —_— = ...
9 5 ETRET R AT
— Produit en croix. L]
33 215 104 348
Les nombres A = 66 317 et B = 208 341 sont-ils égaux? Ouiounon? ................c.o....
— Produit en croix. o

100 001 ot B — 1 000 001
1 000 001 ~ 10 000 001

On pose A = catton A>B, A=BouA<B? ...........

Réponses mélangées

-1 ab 12 10 1 nd+n
— 2 3 = = = 247
n(n+1)>2 a—"> A 117 12 2 . n+1
10 5 3 203 1 3
4+§ A>B 1 16 25 —2 x 33k—2 Non 1+L
6 35 E—1

1 000

- > —

o Ol

21

105

» [Réponses et corrigés page [063|
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Fiche de calcul n°2 002A
Puissances
Prérequis
Opérations sur les puissances (produits, quotients), décompostion en facteurs
premiers, sommes d’expressions fractionnaires (méme dénominateur), identités
remarquables, factorisations et développements simples.
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme d’une puissance de 10.
10° (105 -1073)5
10°-10% .......... T, —_—
2) ) 1 ®) 05109
1075 3)=5. 105
b) (10°) ..o ) o ) Qo) 107
10_3 103 . 10_5 ......
o
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme a™ avec a et n deux entiers relatifs.
25 65
a) 3t.5% c) SECIRLLRRLIRREREE e) PRIRREERTEEIPRES
— _ (304)7
b) (5°)7% ... d) (=7)?%-(-7)75 f) SIS R
00
Dans chaque cas, donner le résultat sous la forme 2" - 37, ot n et p sont deux entiers relatifs.
23 .32 322 4 321
Q) e C)  Tor o e
34.28.6-1 322 _ 321
2 (_o9\4)8
b) 221 42% d) (3(—2))_2 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
((=3)°-29)
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum.
|17 .66 1272 . 154
A) s e C) oo e
9—3.942 252 . 184
) 552 .12172.1252 a) 363 - 705 - 102
975 GOG=Z . g5d e 148 982 56
000
Dans chaque cas, simplifier au maximum ’expression en fonction du réel x.
T 2 2 x? 28 222
a) - — c) ——
r—1 z+1 22-1 22—z x¥+a22 xP-—=x
2 1 8 1 x+2 2
b -t d) " +——4+—— .
) x4+ 2 x—2+x2—4 ) .17+$2—4 72 — 21
Réponses mélangées
T 4 2z 221 .3 1015 11 5—6 238 . 326
z+1 z+1
10? 108 1072 274.371 26.5 35 (=7)72
2 4 7 -8 10 1 28
10 8 2 10 3 3 2
r—2 r—2

» [Réponses et corrigés page [66|
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Fiche de calcul n°3 003A
Calcul littéral

Prérequis
Les identités remarquables.

Développer, réduire et ordonner

Dans cette section, on tachera de mener les calculs avec le minimum d’étapes. Idéalement, on écrira directement
le résultat. La variable x représente un nombre réel (ou complexe).

Calcul 3.1 ()
Développer, réduire et ordonner les expressions suivantes selon les puissances décroissantes de x.
1\3
a) (21;2) .................... d) (e+1)*@-1)(22+z+1) ...
2

b) (z— 132 +a4+1) ) (=17 (z+1)(@*+z+1) ...

C) (x—|—1)2(1’—1)(x2—x—|—1) f) (1}2+LL‘+1)(I’27I+1) .......

o

Développer, réduire et ordonner les expressions polynomiales suivantes selon les puissances croissantes de .

a) (x—2)°(-2?+32-1) =2z - 1)@ +2) .ot

b) (224 3)(52 — 8) — (22 — 4)(5Z — 1) +\ e

c) ((1‘+1)2(x71)(m2fx+1)+1)xf:c6fx5+2 .......................

) (@+D(@—1)2 =22+ 2 4F1) o

Factoriser

Calcul 3.3| — Petite mise en jambe. ]

Factoriser les expressions polynomiales de la variable réelle x suivantes.

a) —(6x+T)(62 — 1) +362% —49 ..o

b) 25 — (102 4 3)% oo

¢) (62 —8)(4x — 5) 43627 — 64 ..t

d) (=97 — 8)(87 + 8) 4 6427 — 64 ..

6 Fiche n° 3. Calcul littéral



Calcul 3.4 — A l’aide de la forme canonique. o

Factoriser les polynémes de degré deux suivants en utilisant leur forme canonique. On rappelle que la forme

2
<x+%> —b2_—4aC] (ol a # 0).

canonique de az? + bz + c est a

4a?
a) 22 —2r+1 ...l d) 322 +7x+1 ...l
b) 2 4+4r+4 . e) 202 +3x—28 ...l
¢) 2PH3r+2 . f) —bx?4+6x—1..............
— Avec plusieurs variables. 00
Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.
a) (z4y)2—2% d) zy—z—y+1 .o
b) 2%+ 6xy + 9y* — 16922 ........ e) 2P+ a%y+22°+2ryt+aty ..
¢) ay+xz+y+1 ..ol f) yz(a2+b2) —i—16334(—a2 —b2) .
— On passe au niveau supérieur. 000

Factoriser sur R les expressions polynomiales suivantes dont les variables représentent des nombres réels.

L I e o

d) (@e4bd)? 4 (ad — BC)? oo

e) (ap+bq+cr+ds)® + (ag—bp —cs +dr)? + (ar + bs — cp — dq)? + (as — br + cq — dp)? .

Réponses mélangées

1+ 2z +32° + 22° + 2* (a® +b*) (y — 42?) (y + 42?) (z+1)(z+2)

2423 — a2t — 2 -3 2?41 (:172—1—95—}-1)(332—334—1)
—V2 V2

2(m+ ¥> (m+ ¥> 2(3x — 4)(10x + 3) 14 2* (x—1)(z+1)(2*+1)
(a® + 0%+ +d*) (p*> + ¢ + 1> + 57) (z+y—2)(r+y+2) 45z +4)(—=5x + 1)

—1 -3z —32% + 23 t+ 2?41 3(14x + 3y)(—4z + 5) (z+1)(y+1)

2 — 20 +2® — 2?20 — 1 (z —1)* (z+y)(z+1)2 —6(6x +7)
823 — 622 + g:v - é —5(z —1) (x - %) (a® + %) (* + &) (x—1)(y-1) (x +2)2
—2 4+ 12z — 172° 4 823 — 32* 25 20t fa® —2? - 22— 1 R | —28 4+ 21x
—8(2* +1)(z — 4)(z +4) 3(m+%3_7) <x+%ﬁ) —8(x + 1)(z + 16)

» [Réponses et corrigés page [67|

Fiche n° 3. Calcul littéral 7



Prérequis

Fiche de calcul n°4

Racines carrées

Racines carrées. Méthode de la quantité conjuguée.

Premiers calculs

004A

— Définition de la racine carrée. o
Exprimer sans racine carrée les expressions suivantes.
a) V(=5)2 . d) Q= VD2 .
b) (V3—=1)2 .. e) (B3—T)2
c) (V3—=2)2 .. f) (3—a)? ..
— Transformation d’écriture. 00
Ecrire aussi simplement que possible les expressions suivantes.
a) (2VB)2 ) B+VNE-B-V7)? . ...
4
b) (24VE)2 f) ( 2\/5) ....................
2
¢) VA+2V3 g) (5 — ﬁ) ...................
V3

d) H6V2 h) (V2+V3)2+(V2—V3)2 ...
Avec la méthode de la quantité conjuguée
00
Rendre rationnels les dénominateurs des expressions suivantes.

2-3 1
A) T €) e e

2+V2 V23
b) V21 f V2+4/3

A1 e T— 3 V- SERSARRERRELEEERRIEELES
0 V2+V3+V5 2 5+2V6 | 5-2V6

—\/Q FIOY- SERLLLLLR R NGV N, TSV A
o Yio2 b ( 5v2 )2

Y- 250V, RRRMEEELL LR RN REEE TRa1)
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Exprimer la quantité suivante sans racine carrée au dénominateur.

1

T BT TR

Calculs variés

— Avec une variable. 00
On considére la fonction f qui & z > 1 associe f(z) = Va — 1.
Pour tout x > 1, calculer et simplifier les expressions suivantes.
1 f'(@)
a) fx)+ ——= o d) =
VIO ) @
f(x+2>_f(x) "
.................. e) flx)+4f"(x) coovveeiii .
SRR EIE ) Tl
f(x)
¢) CA2f(@) f) Film)
— Mettre au carré. 0o
Elever les quantités suivantes au carré pour en donner une expression simplifiée.
a) \/3+\/5—\/3—\/5 ................. b) \/3—2\/§+\/3+2\/§ ..............
— Méli-mélo. 000
Donner une écriture simplifiée des réels suivants.
a) —3_\/5 ........................... d) 3e72% L
2+ V5
3+Vh
b) V34+2V2 e) 2 2\/_ ........................
2++2 1. V2+1
C) A o f) —ln—— ...
22 27 V/2-1
0000

/ 125 s 125
nolifier 125 5) 125
Simplifier \/3-!— 9+ o7 \/ 34+14/9+ 57

On commencera par exprimer A% en fonction de A. .............. . ...

Réponses mélangées

12V7 A -1?  —(V2+3) 9—13—0\/5 20 —3+\/§+2*/§+*/6
V2 14V 22 \/% 3—al  50-25v3  14+Vz—1
V3—-1  3+V2 1442 2—\/_—\/§+%\/6 5 %xil

2@ = 2) Vi VIBAvIO-vE-2 1 22 9+4vE

(x—1)vz -1
n(14++v2) 1+v3  —V3+2 -3 12 V71-2 3-2V/2
1+v2 11456  z—+va2—1 10 M 1-V10+V15

» [Réponses et corrigés page [69|
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Prérequis

Fiche de calcul n°5 005A

Expressions algébriques

Identités remarquables.
Somme des termes d’une suite arithmétique, d’une suite géométrique.

Equations polynomiales

~ Cubique. °
Soit @ un nombre réel tel que a® —a® +1 = 0.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme za® + ya + z ot x, y, z sont trois nombres rationnels.
a) (a+2)3 ....... ¢) a'? ...
1 1

b) a®—af ..., d) —+ = e

) a’—a ) . + e
Calcul 5.2 — Nombres complexes. o
Soit i un nombre tel que iZ = —1.
Exprimer les quantités suivantes sous la forme x + iy ou x,y sont deux réels.
a) 34+1)?% ... c) 3—1) ...
b) 3—i)% ..o d) 3-20) ...l
00
Méme exercice.

3

a) (4—50)(6+30) ....... o) (~4+V5)
b) (243032 31)° ..... Q) (-3+14)
Calcul 5.4] — Puissance cinquiéme. 00

Soit a un nombre distinct de 1 tel que a® = 1. Calculer les nombres suivants :

a) a” —3a°+4a® —a®+3a—1

b) a1234 X a2341 X a3412 a4123

X

1234

c) H ab o
k=0

10
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Réponses mélangées

18 — 261 2197 -1 —9 — 46i —4 4 43iV5 —a*+1 4a®> —a -3 31

8 — 6i 7a® +12a+ 7 a?—a—-1 1 0 39 — 18i 8 + 6i

» [Réponses et corrigés page|7]]
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Fiche de calcul n°6 0005bis

Equations du second degré

Prérequis
Relations entre coefficients et racines.
On considére Péquation az® + bz + ¢ = 0 (a # 0) possédant deux racines réelles

.. c
distinctes x1 et x2. Alors z122 = — et £1 + 22 = ——.
a a

b

< 192 . g 2 Cc
Si I’équation n’a qu'une racine double zg, alors x5 = — et zo = ~5 (On prend
a

en fait £o = 21 = z2 dans la formule précédente.)
Application : lorsque ’on trouve une racine évidente, on peut en déduire la
seconde a 'aide de ces formules!

Dans cette fiche :
e tous les trindbmes considérés sont réels;
e on ne s’intéresse qu’a leurs éventuelles racines réelles;
e tous les parametres sont choisis de telle sorte que ’équation considérée soit bien de degré 2.

Les formules donnant explicitement les racines d’une équation du second degré en fonction du discriminant ne
servent nulle part dans cette fiche d’exercices (le but EST de ne pas les utiliser) !

Recherche de racines

Jalcul 6.1 — Des racines vraiment évidentes. ()

Résoudre mentalement les équations suivantes. Les racines évidentes sont a chercher parmi 0,1, —1,2, —2 ainsi
éventuellement que 3 et —3.

a) 22 —6x+9=0 .....cooiiiiii.. £) 202432 =0 ...t

b) 922 4+6x+1=0 .....cccvviiin... g) 202 43=0 ...

¢) 22 4+4r—12=0 ..o, h) 22 4+42—-5=0 .....cccoviiin..

d) 22 =52+6=0 ..o, i) 322 —1lz+8=0.......ccvvn...

e) 22 —Br=0 ..ot j) ba4+24x+19=0 ...,

— Somme et produit. 00
Résoudre mentalement les équations suivantes.

a) 22— 13z +42=0................. d) 22 =82 -33=0............u....

b) 22 +8z+15=0 .................. e) 22— (a+bxr+ab=0 ............

¢) 2218z +TT=0 ..., f) 2?2 —2ax4+a®>-0>=0............

— L’une gréce a ’autre. L U

Calculer la seconde racine des équations suivantes.

a) 322 — 14z +8=0 sachant que & =4 €St TACINE ...........coveirrriiiieeeiiiiiiiennn,

12 Fiche n° 6. Equations du second degré



b) 72> +23z+6=0 sachant que £ = —3 est TACINE ... ...........oovrrrerneneneeeeeeoo...

c) ma?+(2m+1)z+2=0 sachant que z = —2est racine ..............................

d) (m+3)z% — (m?>+5m)z+2m? =0 sachant que = m est racine .....................

Factorisations et signe

salcul 6.4 — Factorisation a vue. 00

Déterminer de téte les valeurs des parametres a et b pour que les égalités suivantes soient vraies pour tout zx.

a) 202 F T2+ 6= (T +2)(AT FD) ottt

b) —da? 44z — 1= (22 — 1)(@Z +D) oo

€) =322+ 142 — 15 = (2 —3)(aT D) ottt

1 11
d) §m2 + =% —40=(2=5)(AZ +D) e

e) 22+ 2VTr —21= (2= VT)(az+b) .o

— Signe d’un trinéme. [

Déterminer I'ensemble des valeurs de x pour lesquelles les expressions suivantes sont positives ou nulles.

a) x2—(\/§+1)x+\/§ .............................................

b) =% 20 15

Réponses mélangées

%) a=1etb=23V7 a=-3etb=5 a=-2etb=1 1 donc 8/3
6,7 0, donc —3/2 -3,-5 0, donc 5 [-3, 5] 2,3 2/3
| —o00,—1/2[U[4, 400  —7,—11  —2/7 =311 ]| —o0,—1]U[2/3, +o0
—1/m  a=2etb=3 ~1/3,-1/3 | —00,1JU[V2,40] a=1/2etb=38
a—ba+bd —1 donc —19/5 3,3 2,—6 a,b 2m/(m + 3) 1 donc —5

» [Réponses et corrigés page |73|
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Fiche de calcul n°7

Exponentielle et logarithme

Prérequis
Exponentielle, logarithme.

Logarithmes

006A

Calcul 7.1 ]
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1.1 1.1
a) ln16 ........................... d) glﬂz*ilng ................
b) Inb12 ... e) n72—-2In3 ...
c) In0,125 ... f) In36 ...
Calcul 7.2 0o
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
1
a) In I IRARRRRRERERRERREETTERERTS d) In500 ...
16

In(2,25) .oovii In— ...
b) In(2,25) &) I
¢) In21+2In14 —31n(0,875) ..... f) In(6,25) ...ovoiniii
00
Calculer les nombres suivants en fonction de In2, In 3 et In 5.
lanrlnng +ln%+lnﬂ

5 3 99 TO0 0

— Logarithme et radicaux. 00

a) On pose a = 1—76 In(3 +2v2) — 4In(v2 + 1). Calculer (1 + v/2)% et
En déduire une écriture simplifiée de a en fonction de In(v2 = 1).....ooviieiiieiiieeii.,
b) Calculer 3 sachant que In 3 =1In(7 +5v2) + 8In(v2+ 1) +7In(v2 —1) ....ooviviiiinn. ..

c) Simplifier v = ln((2 + ﬁ)m) + ln<(2 - \/§)20> ............................................
Vo 1) +ln(\/5 1>. ................................................

2 2

d) Simplifier 6 = ln<

14 Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme



Exponentielles

Calcul 7.5 ]
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) M2 d) e 23
B) I(VE) weei i e) In(e™2) ..o
c) ln(eé) ............................ f) elmd=Im2
Calcul 7.6 o
Ecrire les nombres suivants le plus simplement possible.
a) —e I d) In(Ve!) —In(Ve?) .................
b) e M2 e) ln( exp(— lne2)) ................
1 1 _
c) ln<el7> .......................... f) exp(3 In(e 3)) .................
Etudes de fonctions
— Parité. 0o
Etudier la parité des fonctions suivantes.
2021 + x
: I

@) oo
b) fo:ix = In(@ 4 V@2 4 1) oo

e?r — 1

L by o e

c) fs:w % 11

e — e
d L oy o e
Calcul 7.8 — Etude d’une fonction. 000

et _ g%
Soit f:axr— ———.

et e 7T
a) Préciser ensemble de définition de cette fonction. ........... ... i

. fla) + f(b)
b) Montrer que pour tous réels a et bon a f(a+b) = . ...
) ) = s )

c) Déterminer la limite de f en 400, ..ot
d) Déterminer la limite de f en —00. ...
Fiche n° 7. Exponentielle et logarithme 15



calcul 7.9

On considere I'application

Rt — >R
| z——sIn(l + ).

Calculer et simplifier les expressions suivantes pour tout z € R pour lequel elles sont définies.

a) f(2e" —1) oo d) off(x) =1 oo
b) et @) e) e% ...........................
e) —f(@*—22) ..

Equations, inéquations

Résoudre les équations et inéquations suivantes (d’inconnue z).

xr — 61

Réponses mélangées

ern(i+a) - 18— V2T & w+l2 1 R -2
1+x 2 In2
o 17412v2 L > L 4m2 impaire In3—2In2
= T>—— n impair —In3 —2In
Vitz ; 2 2 P
2In2+2In3 3 9Iln2 §1n2 gln(\/ﬁ—l) 3ln2 0 impaire
In12+5 1
~17 x>% rel01] 1 -3m2  2m3-2m2 g -
—2In2—2Inb —= -1 In3+11In2 2In5—2In2 ok In|z—1|
1 2
9 impaire 0 3In5+2In2 Tz - e —2In5+4In2 8 impaire
e

» [Réponses et corrigés page |75|
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Fiche de calcul n°8 007A

Trigonométrie

Prérequis
Relation cos® +sin® = 1. Symétrie et périodicité de sin et cos.
Formules d’addition et de duplication. Fonction tangente.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Valeurs remarquables de cosinus et sinus

o
Simplifier :
a) co T+ cos Sl + cos on + cos n c) ta 2n + ta el + ta on + ta n
S — —_— — —_ . n— n— n— 1 —
"1 1 1 1 3 1 6 6
5 7 4 4
b) sin % + sin % ................... d) cos? % — sin? ?ﬂ- .................

Propriétés remarquables de cosinus et sinus

Calcul 8.2 ()
Simplifier :

a) sin(m —x) + cos(% + x) .......... c) sin(% - m) + Sin(g + ;v) .........

b) sin(—z) + cos(m + z) + Sin(g - x) d) cos(z —m)+ sin(—g - x) ........

Formules d’addition

©

Calculer les quantités suivantes.

) ‘5777( f+f_5i) ) S
a) cosTo (oma gt =T0) C)  SIM m— et

™ v
b) €O T5 wovrree e d) tan— ...

Calcul 8.4 )

a) Simplifier : sin(4z) cos(5x) —sin(5x) cos(4T) ..o

in 2 2
b) Simplifier : i

sinx cosT

(pour z € ]07 g {) ..................................

s 2m 47
c) Simplifier : cosx + cos| z + 5 +cos| z + T e

d) Expliciter cos(3z) en fonction de coST ... ..o

Fiche n° 8. Trigonométrie 17



Formules de duplication

Calcul 8.5

™ ™
En remarquant qu’on a i 2 x 3 calculer :

Calcul 8.6
1 — cos(2x)

a) Simplifier : Sn(22)

(avec x € }0, z

N |
Ll
—

sin3x  cos3x

b) Simplifier :

sinx CosS T

c) Expliciter cos(4z) en fonction de cosz .........

Equations trigonométriques

Calcul 8.7

(pour z € ]0, g {)

Résoudre dans [0, 27], dans [—, 7], puis dans R les équations suivantes :

) 1
a) COST == ..........
2

Inéquations trigonométriques

L
™
b e
) sin S
L
0000
1
f tanz| = — ......
) [tanz] 7
g) cos(2z) = v3 o
2
h) 2sin®z+sinz—1=0
i) cosx = cos T
= ARRELERS
) sinz = cos T
j rARERPREE
0000

Résoudre dans [0, 27], puis dans [—7, 7], les inéquations suivantes :

2
a) cosgc}—£ ........
2
b) cosacgcosg ........
) sine <
c) sinz < = oL,
2

e) tanz>1 ............

18
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Réponses mélangées

T 117 T L% T T
{E‘Fkﬂ,kGZ U{E+k7r,k€Z} I:O,E:|U|:F,27T:| |:—7T,—§:|U|:§,7T:|
3T T T ™ T T T 3T T 3T m
el e E] o [5E] (Freeed
3T T 1lxw 157 3 5 T T
_ °r I =T 9 = 29 _- -
sin x O,S]U[S,S]U[s,w] [0,4}U[4,7r] {3,3}
9 o8z 3r 7w U |:7T 7T|: 3t 5% U T 3w U s
— —_ == —, = — = -, —— —, — —, T
4’ 2 4’2 44 8 8 8 8’
57w T 5w T 5w 117 T w 1lmw 9 cos 2 \/6 + \/5
6 6 373 373 127 127127 12 4

(jrifrezy Lol

_+2k7r,keZ}U{?—Z+2k7r,keZ} 0 {_Z Z}

4 2 V3+1 14 7T
3 3w Tm 1lxw m 11w 13w 23w 0 51 U[ s W]U 51
44 6 6 12712 127 12 7% 66 6"
27 —7 3 s ™ 5t Tm 117
9 y T _72 -1- |:a_:| T~y T4 _72
I kel IR L Rl kX S ned
m 3 SmTw _bm m m 5w deos® 7 — 3cos m 57 3w
4747 4 4 6 6°6 6 6> 6 2
! dmo_mmw 3w tan {”+2k kez}u{” + 2k keZ}
2 47 4’47 4 x 7r7 71-7
T T 2—\/§ 5t 97 1
T2 Z T zZ Yo ve = =
{§ramrezfu{-Framrez 0 2 {14’14} cosz
{%-l—kﬂ',keZ}U{%T—i-kw,keZ} 2 {§+2kw,kez}u —§+2kw,kez}
2+2 {W 571'} { T T 571'} |:7T 71'|: :|7l' 37r] [57r 37r[ }37r 77r]
, —sinx —_ =, — = |lU|=, =—|U|=—, = |U|=,—
2 4’ 4 26" 6 4’2 2’ 4 4’72 27 4
V6-v2  fr 13n broml VEVRqm oy [
4 7T 147 14 4 4’2 47 2
4 9 47 5w 4 5r
8cos*x —8cos“x + 1 303 {?+2kﬂ,kez}u{?+2lm,kez}
T b Tm 1lw ™ 51 s 21
-, =, — R — —+k—.kcZ
{6’6’6’6} {W’6}U[6’W] {6+ 3’6}

» [Réponses et corrigés page |7 7|
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Fiche de calcul n°9

Dérivation

Prérequis
Dérivées des fonctions usuelles. Formules de dérivation.

Application des formules usuelles

— Avec des produits.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

a) TERet fl) = (22 +324+2)(22 —5). +orrrriiii

b) ze€Ret f(x) = (2 +324+2)(@% —5). oo

¢) ze€Ret flx)= (2% =22 +6)exp(22). .ovvvrriii .

d) 2 €]2,+oofet f(z) =B —z)In(x —2) ..o

Calcul 9.2| — Avec des puissances.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) zERet flm) = (2% —52)°. oo

b) ze€Ret f(x)= (22> +4x —1)% ... ...

¢) xE€Ret f(x) = (sin(x) +2cos(z))? .o

d) z€Ret f(x) = (3cos(x) —sin(z))> ...

Calcul 9.3 — Avec des fonctions composées.

Déterminer Pexpression de f’(x) pour f définie par :

a) E€Ret f(@) =In(@? +1). oo

b) x€|l,+oo[et f(z) =In(In(x)). ..covviri

¢c) r€Ret fla)=2—z)exp(@®+2). ..o

d) zeRet f(x) =exp(3sin(2x)). «.ovniriiiiii i

008A

20
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Calcul 9.4] — Avec des fonctions composées — bis.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

222 — 1

a) z€Ret f(x)=sin (T—i-l)

2m+1)
B )

b) ze€Ret f(z)=cos(

c) z€]0,m[et f(@)=/SIN(X). «ooiii

d) z€]0,+oo[ et f(x) =sin(Va). ...

— Avec des quotients.

Déterminer Pexpression de f'(x) pour f définie par :

B z? + 3
~ 2sin(z) + 3

a) z€Ret f(z)

b) z €]0,+00 et f(x) = e

cos(2z +1
C) xERetf(.T):x(Qi_'_l) .....................................

z? + 3z
d) ze]l,4oofet f(z) = % ..................................

Opérations et fonctions composées

Calcul 9.6

Déterminer I'expression de f'(z) pour f définie par :

a) x € R* et f(x) = a?sin (%) ......................................

b) z€]—3,3[et f(z)=

) ze]l,+oof et f(z) = m(

d) zel0,mlet f(z)=1In (blzx) ...................................

Fiche n®9. Dérivation
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Dériver pour étudier une fonction

Calculer f'(z) et écrire le résultat sous forme factorisée.
a) ze€R\3,-2et f(z)= ! + !
, =gt agg

b) z€]—1,+oolet f(z)=a® —In(z+1) ...,
9 T+ 2

c) z€]l,+oofet f(x)=In(z"+z—2)— puneCIRITTLIPTERPRRRPRRES

d) ze]—-1,+00] et f(m)—xi_“—l—x—ﬂn(x—i—l). .................
~ 1+In(x)

e) $6]0,€[U]€,+Oo[et f(l')—rn(x) ..........................

Réponses mélangées

(4z +3)In(z) — 22 -3 6 cos(2z) exp(3sin(2z))

1 (2z + 3)(2sin(z) + 3) — (22 + 32) x 2 cos(x) 2 -3z cos(/)
1— 22 (2sin(z) + 3)2 2/x(3x + 2)2 2\/x
202 +2x —8 . (23:—1—1) 9 2 1
(22 4 4)2 S (9 — 22)v/9 — 22 z(1—In(x))? xIn(z)
3 —1:?)2(; i 22 2 COSSi(nx()I) —3(3cos(z) —sin(2))*(3sin(z) + cos(z)) 52t — 62" + 4w —15

(6 — 1) In(z — 2) +

322 —z

622 + 22 — 11

(In(z))? z—2
(22% — 2z + 10) exp(22) - j_ . (:c + ! +2\/§> (x + ! _2\/3) (a:QEiiﬂ—cl)? cos (2522;11)
(CESIE _57_21)2 x22—i6|—1 (—22° + 32 + 1) exp(2? + ) a cosia;in—(;)in(az)
2z sin (é) — cos (i) -2 (#* +1) Sin(2(xx;i—i)1—)i—2xcos(2x ) 4(22° + 4z — 1)(32” + 2)

8 cos?(z) — 6 cos(x) sin(x) — 4

222 +2x+5

5(%2 — 5%)4(21‘ — m

5)

» [Réponses et corrigés page [30|
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Fiche de calcul n°10 009A

Primitives

Prérequis
Intégration de Terminale. Dérivée d’une fonction composée.
Trigonométrie directe et réciproque. Trigonométrie hyperbolique.

Pour chaque fonction a intégrer on pourra commencer par chercher les domaines ou elle admet des primitives.

Calculs directs

Calcul 10.1 ()
Déterminer directement une primitive des expressions suivantes.
1 3
A) T e C) e e
) ) (t+2)3
b) 3 i
(ro)2 d) sin(4t) ..o
Calcul 10.2 )
Méme exercice.
1
Tt =Vt ) e
a) VI+t- Vi ) Troe
b) et
Utilisation des formulaires
Calcul 10.3] — Dérivée d’une fonction composée. 00
Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.
212 7t
a) S d) 5—=
14+¢ 1+ 7t2
b) tvV/ 14282 .o ) L
1+ 3¢2
t 12t
)

— Dérivée d’une fonction composée — bis. 00
Méme exercice.
In®t 1
A) e d) ——
) = ) 2Vt
1 of + ot
b) ——
) t\/hlit e) 1 — ot n of T
8 2t +
C) )
(3—e*)? 2

Fiche n°10. Primitives 23



— Trigonométrie. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes en reconnaissant la dérivée d’une fonction composée.

s(rint 1+ tan?t
a) cos®tsint ....... p oosring g Lttt
t tan“t
. t
b) cos(t)esmt .. .. ... tanZt . ... ... 1 cost
) cos(t) g) tan ) (1 —sint)?
c) tant ............ h) tan®t........... ) 1
1+ 4¢t2
) cost ) tan® ¢ et
—_— . i) ———
1 —sint cos?t ) Tz
sin vt . 1
o j) ————...
Vit cos2(t)v/tant

— Trigonométrie — bis. 000
Déterminer une primitive des expressions suivantes en utilisant d’abord le formulaire de trigonométrie.

a) cos?t..oiiiiii.. b) cos(t)sin(3t) .. .. c) sin®t............

— Fractions rationnelles. 00

Déterminer une primitive des expressions suivantes apres quelques manipulations algébriques simples.

e i IR —
a t2 ....... C t+1 ............ (t+1)2 .........

Dériver puis intégrer, intégrer puis dériver

Calcul 10.8 000
Pour chacune des expressions suivantes :
e dériver puis factoriser I’expression ;

e intégrer l'expression.

a) 2 —2t+5 ... i) sin(t)cos®(t) ...
b) t%—i—% ......... i) t%sm% .......
) t—t% ........ ) Zitet ..........
d) %4 % ....... 1) 2:13711(;“ ......
e) e fe3t .. m) \/%7752 ........
f£) ¥ n) te L
g) % ---------- 0) 1—tlnt ........
h) % ......... D) tﬁlt ...........

24 Fiche n° 10. Primitives



sin(Int) el
q —— ) S e
t 1+e
— Bis repetita. 000

Reprendre l'exercice précédent en commencant par intégrer puis en dérivant et factorisant.

Réponses mélangées

1 51 2 2cost+3
- t—2In|t+1 —s Injt+1 ——
2° nle+1 (3 —e2t)2 nlt+1 (24 3cost)?

1 1+Int 1, 1 bus
Injt+1 —_— 2v/tant —_ In|Int —In"t —(1+2t7)2
nlt+ |+t+1 Vtan IRT puis In | In¢| 1 6( + 2t%)

1 1 1 1 1 . (xInt) 2tsin%—|—cos%
J J— t —_— — . < —
tant ¢ 2 (1 —sint)? o t4
—m 2% — 3¢~ 3! puis %e% - %e*‘% —%2 <% + 1> puis —% +In |¢]
el(e?t —1) ) ‘ coslnt —sinlnt 1 3 23
_W) puis Arctan(e ) t—2 2_\/Z —+ t_4 puis §t2 —+ 2?
-— §(1+t)%—§lt% lnt—% %tan2t+ln|cost| %tan‘lt In|l —e ' +e
i 3t2 — 2t — 3 3 cos(4t)  cos(2t)
BRCESER puis 3 In(t> 4+ 1) — Arctan(t) s T4
t in(2¢ 1 Int —2 1
+ sin(2¢) —In(1 + %) — Arctan(t) —2cos V't - puis Int — 3 In?t

2 4 2 2
Vv L 1 4t
2Vint 3¢~2 puis gegtﬁ —cost + 3 cos®t —1In|l —sint| __cosi )

2¢t 3 1
—(2 +e 2 puis In(2 + ") 1_1(1 + 7152)% (1— 2t2)e_t2 puis _§e_t2
e
2 1
—In | cost| §In|1+t3| —V1-1t2 cost(3cos®t — 2) puis —gcos‘o’t

1 1 1
Arctan(e') gArctan(?)t) G In(1 + 3t%) Ry puis —y/1 — ¢2

1—¢2
3 t(t* +2) i 1ln(lt‘?’—1|) _L( —)1 cos® t tant — ¢
) (t _ 1)2(1;2 +t+ 1)2 puis 3 2(t + 2)2 3
31 . 11 2

3 : 1 3 2 1 sint

1
puis —3 In |2 + 3 cost]|

puis cos n

1
puis — cos(Int))

1
5Arctan(2t)

» [Réponses et corrigés page [33|
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Fiche de calcul n°11 010A

Calcul d’intégrales

Prérequis
Primitives usuelles, composées simples.

Intégrales et aires algébriques

b
On rappelle que f(z) dz est aire algébrique entre la courbe représentative de f et ’axe des abscisses du

a
repere lorsque les bornes sont « dans le bon ordre ».

o

Sans chercher a calculer les intégrales suivantes, donner leur signe.

3 -3 -1
a) / 22 +edr . b) / |sin 7z| dx c) / sinzdz ...
-2 5 0

00

En se ramenant a des aires, calculer de téte les intégrales suivantes.

3 7 2

a) / Tde ........ c) / 3zdx ...... e) / sinzdz ....
1 0 -2
-3 8 1

b) / —5dz ..... d) / 1—2zdx .. f) / |x|dz ......
7 2 —2

Calcul d’intégrales

b b
On rappelle que si F' est une primitive de f alors / f(x)dax = F(b) — F(a), que 'on note [F(a:)] .

a

Calcul 11.3| — Polyndémes. 00

Calculer les intégrales suivantes.

3 1
a) / 2dz oo d) / 32° —5xddr ...

—1 -1

0 —1
c) / rr+lde ..o f) / e 0dx
1

-2

Calcul 11.4] — Fonctions usuelles. 00

Calculer les intégrales suivantes.

x 24 2
a) / sinzdx ... c) / —326 ......... e) / edr ......
— 1 T _3

% 100 1 -1 dx
d —dz ... f —
b) [ coszdz ... ) /1 Jz z ) /_3 -

us
6
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Calcul 11.5| — De la forme f(azx + b).

Calculer les intégrales suivantes.

calcul 11.6] — Fonctions composées.

Calculer les intégrales suivantes.

3
r—2
———dx ...
2) /1 224z 15"

s

alcul 11.7| — Divers.

Calculer les intégrales suivantes.

1 ez
_——dz ........
2) /0 e2r 4 2e% 41 o

00
d) /6 sin(3z)dz .............
) 33 4 .
e —dz ...
o V3r+1
T 7
f) /_Tr cos(§ - x) de .........
LY
z
d) / sinz(cosx)’dx ........
1 2
e) / S
0
1
x
) | ————dx ............
), e
000
2
c) / max(1,e®)dx ...........
—1
d) / Sez2e
1 x
e) /2 cos(2z)sin(z)dzx .......
0
00

“alcul 11.8] — Avec les nouvelles fonctions de référence.

1 T 17 8
;m(l n 5) N
5 1
= 0 - 6 -2 50
2 30
1 1
- z Négatif —4
5 or1 8 égati 3e
" T 1 1 V3 2
4 3 2 2 101

1

c) Vede oo

- 99 1
Positif 0 m @
147 1 7 1 1
2 2 48 2
2
Positif —In3 e? —e3 \/?_

2(e® — 1)

)

» [Réponses et corrigés page |36|
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Prérequis

Fiche de calcul n°12

Intégration par parties

Primitives, dérivées, intégration par parties.

011A

On rappelle le théoreme d’intégration par parties. Si (a,b) € R?, si u € C'([a,b],R) et si v € C'([a,b],R), alors

Intégrales

Calcul 12.1
Calculer :

s

Z
a) / tecostdt ...... .. ... ..
0

Primitives

alcul 12.2

Pour chaque fonction suivante, préciser sur quel ensemble elle est définie, puis en déterminer une primitive.

x

a) rr+— (—x+1e

c) x v+ arctan(z) ......

28
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Intégrations par parties successives

Pour ces calculs de primitives et d’intégrales, on pourra réaliser plusieurs intégrations par parties successives.

— Calcul d’intégrales. 000
! 3
a) / (243t —4)e®dt ...l b) / elsintdt ...
0 0
— Calcul de primitives. 000

Calculer des primitives des fonctions suivantes.

a) z—In“z ... b) z+— (zlnx)® .......

Réponses mélangées

R —-R 3 T T 1 w2 T
2In2 — - ——1 ——=In2 - — In(2) — 24+ —
. BTTT 9 12773 n(2) =243
x = (—x+2)e

e 1 2v2 | 4 R} =R o1

- 3 1 2 2 4 92

2 3 3 xn—>x3(§ln2x—§lnx+2—7> 42

RY = R R =R

4 8 4
g\/iln(2) — §\/§+ §

1
i xln®z —2xlnz + 2z x — zxarctan(z) — éln(l + %)

5 R} - R (In(2))%212 — 21n(2) — 210> 4 2
1+1 2
2 gy _ttnz (In(2))

T

» [Réponses et corrigés page |39
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Prérequis

Fiche de calcul n°13

Changements de variable

Primitives, dérivées. Changements de variables. Intégration par parties.

Changements de variable

Calcul 13.1

Effectuer le changement de variable indiqué et en déduire la valeur de l'intégrale.

o [ 1lmdt

3 1
b%mdt

Z .3
c) / sin® t cost dt
0

2
d) / sin® t cos® t dt
0

1
e de¢
) /1 t+t

Calcul 13.2

Méme exercice.
T sint
—dt
2) /0 3+ cos?t
1
1
b ——dt
) /0 24e7t
4
1
/ LN
o VAt —t2

! 1
d) /0(1+t2)2dt

]
~

2
1
/ SR Y
\/Et\/tz—l

2
¢ Int
f —dt¢
) /e t+tln%t

avec t = sin6

avec u = \/i

avec u = sint

avec u = sint

avec u = \/i

avec u = cost

012A

30
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Changements de variable et intégrations par parties

calcul 13.3 000

Effectuer le changement de variable indiqué, continuer avec une intégration par parties et en déduire la valeur
de I'intégrale.

4
a) /e‘/zdt AVEC U = VT ettt et
1

n(vi—1) )
b) /3 Tdt AVEC U = Vb ettt

Calculs de primitives par changement de variable

00
Déterminer une primitive de f en utilisant le changement de variable donné.
s cosx +sinz
a) xE}O,—{»—>,— AVEC U = CANT «vv e ee e
2 sin z cos? x
b) z€eR+— ! e
X — AVEC U == € it ittt ittt ittt
1+ th(z)
. 1
c) reR, — —— avecu=+ver* —1 ........ .. .. .. ..
et —1
d) xGR*H; avec u = V/x
T TrdE eusVE
1
e) z>1+— avecu=+\x2—1 .......... .. ... ...
zvr? —1

Réponses mélangées

T T R — R 5 1. [(2e+1 T T
= = 9 2e —In — =
6 2 R T e 2 3 12 2
2 4
}O, E[ — R
2 —2(V3-1)In(v3—-1)—4+2V3
x — tanz + Intan(x)
7 Ry = R 1 3 1 1
% Z 21n 5 —1In = ﬁ
r 2arctan( er — 1)
1 .7 R} — R 1,400 — R
18 T gln(x% +1) z +— arctany/z?—1

» |Réponses et corrigés page [9]]
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Fiche de calcul n° 14

013A

Intégration des fractions rationnelles

Prérequis

Fonctions In et arctan. Division euclidienne entre polynomes.
Petites décompositions en éléments simples.

Forme canonique d’un trindéme du second degré.
Changements de variable affines dans les intégrales.

Premier cas

alcul 14.1

Calculer les intégrales suivantes.

21

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1

Deuxiéme cas

’
Dans ce second cas, il s’agit de reconnaitre une expression du type .

Calculer les intégrales suivantes.

2
2t + 1
St
2) /1 Zri+1

Soit a € R . Calculer les intégrales suivantes.

1
a) /\/§ t+ﬁ
1 12 H/2t

32
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Troisiéme cas

Calcul 14.5| — Exemple détaillé d’un calcul d’intégrale. L
a) Quels sont les deux zéros de t — 12 — 3t 427 ...
b) Trouver deux réels A et B tels que
1 A B
tout ¢ € R\ {1,2}, it =
pour tou \ {1,2}, on ai TR t71+t72
4 2
c) Calculer / At
s (-2
00
Calculer les intégrales suivantes, en procédant comme ci-dessus.
1 1
4 1
dt ................f | ¢ | =———dt ...........
) /0 2 —4 ) /0 12 +4t+3
1
3 Y
2 31
dt ...l d dt ...l
) /2t2—t ) /0 42 =1
000
Soit a € ]0,1[. Calculer / 5 At o
0o ¥ —a
Quatrieme cas
— Une primitive a retenir. o
Soit a € R*.
., 1 T
a) Calculer la dérivée de x — — arctan(f) ............................................
a a
o 1
b) Donner une primitive de z — — T T
0
Calculer les intégrales suivantes.
1 1
1 1
dt oo b dt oo
) /0 241 ) /0 243
calcul 14.10 00
S|
Calculer / o Al
L1242
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Réponses mélangées
et 2 ln<2\/\/§—1> m 33 ln<7)

1.1

1 1 —In-

3 g Mmlrd o ghg

1 — 4

— In - v In 3 2111g ——1n Va-a 2In - T
6v/3 3 a? + 2 2 10 2va  \a++a 3 4

1.3 T 1 x 1 5 1 a+1
—In— m A=—-letB=1 Earctan(g) iln §> Z_aln( 5 )

» [Réponses et corrigés page [94]
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Prérequis

Résolution par substitution d’une variable, par combinaisons linéaires de lignes.

Fiche de calcul n° 15

Systemes linéaires

Systemes de 2 équations a 2 inconnues

0014A

Calcul 15.1 o
Résoudre dans R?.
r—2y =1 3z —6y=-3
a) {3x+4y—13 ......... c) Qw4 2y—2
2¢+y = 16 3z —4dy=—V2
b) e d) o fm e
r—y =25 6x+2y=23V2
Calcul 15.2] — Systémes avec parameétre. o
Résoudre dans R? en fonction des valeurs du paramétre a € R.
) 3r+2y=2 o) 3x+5y=a
2x+4y:a ............ 2x7y:a2 ............
b) r—ay=3a+2 d) z+ 2y = 3a
ax+y:2a73 ........ 2x+3y:5aia2 ......
Systemes de 2 équations a 3 inconnues
Calcul 15.3 ]
Résoudre dans R3.
2) r+2y+z=1 o) x—y+32=5/2
Spdy—2:=3 42— =32
b) 3z —2y+z2=6 q) Sx+y+2z=-5/2
r4+2y—z=-2 " 20 —y+2z=-5/3
Systémes de 3 équations a 3 inconnues
00
Résoudre dans R3.
r+2y—z=-3 r+3y+z=1
a) 2e—y+2=8  ....... c) 2r—y+2z=-1 ......
3r+y+22z=11 r+10y+2=0
a—b—c=-7 3x+2y+32=0
b) 3a+2b—c=3 ........ d) 2r—y+2z=-1 ......
da+b+2c=14 dr+by+4z=1
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00

On considere le systéme d’inconnues x,y, z € R et de parametre a € R :
r+y—z=1
r+2y+az=2
20 +ay + 2z = 3.

Résoudre ce systeme pour les valeurs de a proposées.

a) a=0 ... C) =3 i
b) a=—-2 ..., d) aeR\{-2;3} .........
000
On consideére le systéme d’inconnues x,y, z € R et de paramétres (a,c) € R? :
rT—az=c
ar—y=c
ay—z=c.

Résoudre ce systéme pour les valeurs de a et ¢ proposées.

00

On propose le systéeme d’inconnues z,y, z € R et de paramétre A € R :

dr4+y+z= M
rT+4dy+z= XAy
r+y+4z= Az

Résoudre ce systeme pour les valeurs de A proposées.

(1,1/2,1/2)} @ {(—%—z,%?),z);zeR} {(2,-1,3)}

@?+a—1 a®—a-1 a2+a+1c>} 2.-3)  {G3,-1)}  {GDY {72}

C7
ad—1 a3 —1 ad—1

13 5 1 4 5 3 -2 7
o B it )izeRr 2 e
{(6 39 T3 T30 ize } {(x’ o 3% ag gNTE }

oy {a-35+30) (o) e er)

"a+2 a+2
(a —2a* a+a?) {(5z,1—4z,2); z € R} {(1,9,3+2y);y € R} {14 2,—-2,2);z € R}

(D) e gime- s} (@eaieery o0 {G5)

C,

» [Réponses et corrigés page |99
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Fiche de calcul n°16 015A
Nombres complexes

Prérequis
Forme algébrique et forme exponentielle.

Pour s’échauffer

Calcul 16.1] — Ecriture algébrique. )

Mettre les nombres complexes suivants sous forme algébrique.

a) (2460)(541) oo e) (2-3)" ...
. 1
b) B3—-1)(4d+1) «coviiiiiit, £) ——
3—1
. 2 —3i
€ (4=307 o e .
) (=30 e

Q) (-2 420) oo W) e
— Forme exponentielle. L]
Mettre les nombres complexes suivants sous forme exponentielle.
a) 12 ..o e) 26
b) —8 i f) 5—=51 i
€) VB3I g) —545iV3
d) =21 ... h) €% +e'® ..
Un calcul plus dur
— Une simplification. 000

1+v2+i
On pose z = ————.

1+V2—1i
a) Calculer |2] ..o
b) Mettre z sous forme algébrique ......... ...
c) Calculer 22021

Réponses mélangées
o 1 |z
5v2e 1% —119+120i 4+ 32i % +gt 13- V3el®
1 1 : 4 19 1 1
5 - —i—= 8e'" — — —i 1 — +i— 7 —24i
V2 V2 29 29 V2 V2
- . 1 2m -
12 2% 2cos( D) D \/731 106 0%

» [Réponses et corrigés page |104]
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Fiche de calcul n°17

Trigonométrie et nombres complexes

Prérequis

Nombres complexes, trigonométrie.

Dans toute cette fiche, z désigne une quantité réelle.

Linéarisations

Calcul 17.1

Linéariser :

b) cos(2z)sin*(z) ....

¢) cos?(2x)sin?(z) ...

Arc-moitié, arc-moyen

Calcul 17.2

Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'

Calcul 17.3

Ecrire sous forme trigonométrique (c’est-a-dire sous la forme re'

s

a) % 4t

Calculs d’intégrales

Calcul 17.4

Calculer :

e)

0

b)

016A

cos(3x) sin®(2z) ...

cos®(2x) cos(3z) ..

sin?(4z) sin(3z) ...

0

,avecr >0et 0 €R):

0

,avecr >0et 0 €R):

38
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Réponses mélangées

%(e7T —2) (—2 cos (%) > e i }1 cos(3z) + Z cos(x)
_sin(89x) N 3sir18(5w) B sing’)w) B SSig(x) -3 cos(4z) + 5 cos(2) — %
coséQ:c) n 3002(535) n 0052(3350) n 3c08s(:v) 2003(112>ei%
2005(?—2)6% 227 cos?" %)ei% ZSin(lﬁ—Q)ei‘lll_gr ¢ ;_1
—é cos(6x) + }l cos(4x) — gcos(Qx) + i 23in<17r—2)e7172hr 2cos(%)ei?_7r
::g;iz; eI 2 cos<17r—2>ei1_"2 —i sin(11x) + ;1 sin(5x) + % sin(3x) 2 sin(%)e_‘lﬁr

» [Réponses et corrigés page |106]
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Fiche de calcul n°18 0017A

Sommes et produits

Prérequis
Factorielle. Identités remarquables. Décomposition en éléments simples.
Fonctions usuelles (racine carrée, logarithme népérien).

Rappel

Si g est un nombre réel, si m,n € N* et si m < n, on a

2
" (n—=m+1)(m+n) "y - n?(n +1)2
P S ge 3w (k) =T
k=m k=1 k=1
n " 1— qnferl
s _ nln+ )2+ 1) oo g
DS DS A
k=1 k=m n—m-+1 sinon.
Dans toute la suite, n désigne un entier naturel non nul.
Calculs de sommes simples
~alcul 18.1 o
Calculer les sommes suivantes.
n+2 n
a) Zn .......................... c) Bk4+n—1) ..o,
k=1 k=1
n+2 n—1
k—4
b) N Tk d) <3> ...................
k=2 k=2
Calcul 18.2 00
Méme exercice.
a) > k(k+1) .o dy Y oofsrh
k=1 k=0
b) Y (4k(E+2)) e) Y (Th+4k—n+2) ...........
k=0 k=1
n—1
1 2 n
c) ;23 ......................... ) S+t
Calcul 18.3] — Produits. o
Calculer les produits suivants, ou p et ¢ sont des entiers naturels non nuls tels que p > q.
q n
a) [z o) [[ovexk..........
k=p k=1
n 10
b) JI8% ) JI k.o
k=1 k=—10
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Avec des changements d’indice

Calcul 18.4 o

Calculer les sommes suivantes en effectuant le changement d’indice demandé.

a) Z(n—i—l—k) avec J=mn+1—k. ..o
k=1
n 1 1

b) (k—n_’_l_k) avecj=n+1—k. ....................................
k=1

c) Zka avel J =k — Lo
k=1
n+2

d) Z(k — )3 aveC J =k — 2 i
k=3

Sommes et produits télescopiques

Calcul 18.5] — Sommes télescopiques. ()

Calculer les sommes suivantes.
n+2

a) S ((k+1)° — k%) oo c) N E OO

k=2 k

b) ém(wi) ............. Q) S kxkl o

3
™

— Produits télescopiques. o

Calculer les produits suivants.

o TR o TI( 1)

k=1 k=2
Y2k + 1 n 1
b) HQk—S .................. d) H(l_kz> ...............
k=1 k=2

A Paide d’une décomposition en éléments simples

o
B . , , 1 a b .
En déterminant d’abord a et b réels tels que = + , calculer les sommes suivantes :

(z—a)z—=0) z—a z-p

Sommes doubles
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Calculer les sommes doubles suivantes.

a) Z PP
1<i,5<n

DY LTSRS
1<ig<j<n

O I D () E P
1<i<j<n

S N o

1<i<j<n

Réponses mélangées

e 1?2(n = n2(anr : n(n22_ Lo 2)6(n =D P oo
2
(n+1)—1 0 n(n + 2) n+1 9a—p+1 n(n + 1)(77;2+ 13n + 4) 0
: -3
L—dap*  SE"2-1) I+l nae+)n*+n+d) 5T —2
7 n(n+3) n+1 n+1 n(n+ 1) n(n + 1)
(7" =D +n(n+4) 5 5 5 In(n) 5
L 11 o1 7(n+1)(n+4) n?(n+1)>2 1
n 2 n+3 (n+1)! 2 1 —

» [Réponses et corrigés page |108]
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Fiche de calcul n°19 018A

Coefficients binomiaux

Prérequis
Factorielle. Coefficients binomiaux. Formule du bindéme de Newton.

La lettre n désigne un entier naturel non nul.

Manipulations de factorielles et de coefficients binomiaux

Calcul 19.1] — Pour s’échauffer. ]

Donner la valeur des expressions suivantes :

2) %; .............................. d)(@ ..............................

b) 17—0" ............................... e) (2) ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

salcul 19.2| — Pour s’échauffer — bis. o

Ecrire les expressions suivantes a 1’aide de factorielles, de coefficients binomiaux et, le cas échéant, a I'aide de
puissances.

a) 6X7TXx8x9 ............ c) 2x4x---x(2n) .......
b) 9%;%223 ........... d) 3x5x--x(2n+1) ...
— Avec des paramétres. ')
Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre k désigne un entier naturel tel que k < n.
a) (Z) (pourn >2) ....... d) (n :!2)! .................
b) (g) (pour m >3) ....... e) ;1 ﬁ ...........
c) (’Eg)) ................... f) % - 2%1 ..........
+1
— Avec des parameétres — bis. 00

Simplifier les expressions ci-dessous. La lettre a désigne un nombre non nul.

1 1 1
n! + 2n x (n+1)! + 2x (n+2)!

. (3(n +1))! . (3n)!
) ag(n+1) % ((TL+ 1)!)3 -~ agn % (n!)3 .............................
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Autour du bindome de Newton

©
Calculer les sommes ci-dessous a 'aide de la formule du binéme de Newton.

S k(T S 2n—k (T
S <k> ............. SIDIE <k> ..........

k=0 k=0
DI DG Lany (4 I d) Y 2k x gk

k k

k=0 k=0

00

a) Développer a l'aide de la formule du binéme de Newton (1 +1)" +(1—1)" ..........

5]
n
b) Calculer ) ( > ..................................................................
p=0 2p
Calcul 19.7 00

En utilisant la fonction  — (1 + )", ses dérivées d’ordre 1 et 2 et sa primitive s’annulant en 0, calculer

k=0 k=0
b) é(:)xk ............ d)é(’;) ler1 .......

Réponses mélangées

3]
3(3n+2)(3n+1) 1 9 n
n 14 — 2
0 a3(n + 1)2 O 5 g 4 X 1;) %

n(n —1) n! x (n —3)

(n+2)(n+1) 3" 56 0 n2nt 10 100

22n+2
m+ 1) 2l 1)3
A i) Dt Y SN (U k0 AP RV
2" x n n+1 nx (n+2)!
E+1 1 9! n(n—1)(n — 2) 9
12x15m = AT ART S 1)2"
n—k  (ntl) % 51 6 n(n+1)

» [Réponses et corrigés page |113]
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Fiche de calcul n°20 019A

Manipulation des fonctions usuelles

Prérequis
Dérivation, équations du second degré.

Calculs de valeurs

Calcul 20.1] — Fonctions circulaires réciproques. O

Calculer les valeurs suivantes.

@aﬁw(?) ............... b) arctan(l) ...................

Résolution d’équations

Calcul 20.2| — Fonctions = — a”. o

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

b) 4" =2x2% ... ...... d) 10 =4 x 5% x 9% ...

Calcul 20.3| — Fonctions x — o” (plus difficile). 00

Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € R.

On pourra faire intervenir une équation de degré 2 en posant une nouvelle variable.

Q) 2T AT S A

D) 167 — 3 X A% £ 2= 0 ..ot

©) 2X 0% = 3% — B = 0 L

I i o e B | R
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Dérivation
(S

— Quelques calculs de dérivées. L)

Dériver les fonctions suivantes.

— Une dérivée importante. ']

1
a) xr——arctan(z) farctan| — | ...
x

Réponses mélangées

15% In(3/5) + 3% In(3) _ In(2)
- (5% +1)2 L In

3)
me  (5)
In(3)

» |Réponses et corrigés page[117]
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Fiche de calcul n°21 020A

Suites numériques

Prérequis
Suites récurrentes. Suites arithmétiques. Suites géométriques.

Calcul de termes

alcul 21.1) — Suite explicite. ]
Soit la suite (uy,)nen définie par : Vn € N, u,, = 2”—;3 x 272 Calculer :
A) O er e C)  Upg] cvevenenen e
b) K d) {7 S
alcul 21.2| — Suite récurrente. ]
On définit la suite (uy)nen par ugp = 1 et Vn € N, w1 = 2u, + 3. Calculer :
a) son troisiéme terme ............... D) U e
alcul 21.3| — Suite récurrente. ]
On définit la suite (vp)n>1 par vy = V2 et Vn > 1, Up+1 = 1/Un. Calculer :
A) VS e b) son sixiéme terme .................
Calcul 21.4| — Suite récurrente. ]
1
On définit la suite (wy,)neny par wg =2 et Vn € N, wp4q = éwi Calculer :
A) W2 et b) son centiéme terme ...............
— Suite explicite. o

n

Soit la suite (¢,,),>1 définie par ¥n € N, t,, = ln<gn>. Calculer, pour n € N* :

Suites arithmétiques et géométriques

Calcul 21.6| — Suite arithmétique. 00
La suite (an)nen est la suite arithmétique de premier terme 1 et de raison 2. Calculer :

a) QIO vvvver ettt C) Q] Q00 v vvvrvmvmrmnnnneeeenennnnens

b) S0 =ap+ a1+ ...+agg ......... d) S0 =ao+ay+...+ag0 ----.---

Fiche n° 21. Suites numériques 47



— Suite arithmétique. ')

2 3
La suite (b, )nen est une suite arithmétique de raison r vérifiant que b1g1 = = et b1z = T Calculer :

3
a) b102 ............................... b) T e e e e
— Suite géométrique. 00
1
La suite (g, )nen est la suite géométrique de premier terme gg = 3 et de raison ok Calculer :
a) Son dixiéme terme est : ........... €) U0 « v
b) c1o=¢9go+g91+...+99 ... ... d) o11=¢go+9g1+...+G10 --vovvn...
— Suite géométrique. o
5 1
La suite (hy,)nen est une suite géométrique de raison ¢ > 0 vérifiant que hqy = 1—7{ et hiz = 2—57T Calculer :
a) h12 ............................... b) L
Suites récurrentes sur deux rangs
calcul 21.10 o
Soit la suite (uy,)nen définie par ug =2, u; = 1 et ¥n € N, uyq9 = upt1 + 6u,. Calculer :
Y R D) Us e
calcul 21.11 o
Soit la suite (v, )nen définie par vo =0, v1 = V2 et ¥n € N, Unto = 20,41 + vy,. Calculer :
Y D) Vo e
calcul 21.12| — Suite de Fermat. 000
Soit la suite (F},),>o définie par Vn € N, F,, = 22" + 1. Calculer :
a) B3 d) Fux (Frn—2) coiiiiiiiiiin,
D) Fh @) E
2 2 2
Q) (Faci— 1241 oo £) F2, —2(F,—1)2 ...
Réponses mélangées
11v/5 6141 n
F, 25 . O I B — —— F 22"+ 4pIn(2
" o5 Y g 2 1024 "“:_; nln(2n)
3(2 1)-2°m 2 5) - 2™
211 29 2@ (2n + 5) 2v/2 % Fryr —2
12 3069 3 /5 1
2 65 537 — —_— —_— 21 10 201 —_— 2 001 —
5 512 1024 5 24
n __ _ n ].
10000 2nln(n) ~ 4Fv2 - (1-v2) Fryo 2—1 957 13 8

» [Réponses et corrigés page |119|
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Fiche de calcul n°22 021A

Développements limités

Prérequis
11 est nécessaire de connaitre les développements (en 0) des fonctions usuelles,
ainsi que la formule de Taylor-Young.

Avertissement : Si vous trouvez les ordres demandés trop élevés, contentez-vous de faire les DL aux ordres 2
ou 3 dans un premier temps.

Développements limités

Calcul 22.1| — Développements limités d’une somme ou d’un produit de fonctions. o

Former le développement limité, a 'ordre indiqué et au voisinage de 0, de la fonction de la variable réelle x
définie par ’expression suivante :

a) Alordre4: sin(z)+2In(1+x) ..o,

N In(1
b) A lordre 4 : WmA+a)
1+z

¢) ATordre 6: eSIN(Z) ..ovviiiii

Calcul 22.2| — Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a 'ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par I’expression suivante :

a) Alordred,en0: (142)% «.oooiriii i

b) A Tordre 6, en 0 : COS(T) et
R In(2 —
c) AVlordre2,enl: ul 5 )
x
— Développements limités d’une fonction composée. 00

Former le développement limité, a ’ordre et au voisinage indiqués, de la fonction de la variable réelle x définie
par l'expression suivante :

a) A l'ordre 2, en g posin(meos(x)) i

b) A lordre 3, en % Dootan(x) e
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Réponses mélangées

3 4 2 2 2

9 T x 4 37r( 7r) ( 7r)

_ T 122 (-2 _Z
3v—z° + 5 7 +mgo(m) 73 +z—>0§ T3

, w3 % ab o o &F n 1lex? _ Tex n 2447ex? -
3 30 90  z—o0 2 24 16 5760 =0

RS o R ) N (G R RES IRy

4
1 2 1 4 19 6 7
I 0 _2 et
1% 796" e T.0@)  wogritpat o pat et o

» |Réponses et corrigés page [122]
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Fiche de calcul n°23

Calcul matriciel

Prérequis
Calculs algébriques (sommes), coefficients binomiaux.

Calcul matriciel

Calcul 23.1)] — Calculs de produits matriciels.

Dans cet exercice, on note A, B, C, D, E les cinq matrices suivantes :

1 -1 0
A=(0 2 1|, B=(Q1 7 -2),
3 -1 2

Calculer les produits matriciels suivants.

a) A% ... d) ExB
b) A% ... e) AxE
c) BxE fy BxA

h)

i)

D? ...

DxC

BT xB

025A

Fiche n° 23. Calcul matriciel
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Calcul 23.2| — Calcul de puissances.

On note

o~

11
0 1

) ®

(

2 1
0 3) =

la matrice D étant de taille n x n (o n € N*) et ou 6 € R.

cos(6)
sin(6)

— sin(h)
cos(f)

). p-

1

1 |
o1

Calculer le carré, le cube de chacune de ces matrices et utiliser ces calculs pour conjecturer leur puissance
k-iéme, pour k € N.

A3

Ak

B* ...

c? ...

c? ...

D? ...

D3 ...

52
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Inversion de matrices

Calcul 23.3| — Détermination d’inversibilité, calcul d’inverses. 00

Dans cet exercice, on note les matrices suivantes :

. . 1 -1 0
A<7T e), B(l.+1 2_.1>, c=lo 2 1],
2 2 i —1i 3

-1 2
™ T 21 1 0 2 0 2 1
D=1« 0 o), E=1(2 1 =3, F=12 0 1],
—m =27 0 4 2 2 1 2 0
1 01 -1 1 0 2 3 1 1 -1 -1
2 1 3 -1 2 2 1 4 -1 1 1 1
G= 1 11 1 H= 7T 2 2 9 |’ J = -1 -1 -1 1
0 2 3 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

Déterminer, si elle existe, l'inverse de chacune des matrices. Si elle n’est pas inversible, indiquer dans la case
« non inversible » .

b) B e) E .. h) H
c) C f) F i) J
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— Matrices dépendant d’un paramétre.

Soit A un parametre réel. On note A et B les deux matrices suivantes :

A 1 1
A=1-1 -1 2
A 1 2

11
., B=|x 1 A-1
1 A

1

Pour chaque matrice, donner une condition nécessaire et suffisante (abrégée ci-dessous en CNS) sur A pour que

la matrice soit inversible et en donner, dans ce cas, I'inverse.

CNS pour A

a) . :
inversible

b) Inverse de A ...

)

CNS pour B
inversible

d) Inversede B ...

Fiche n° 23. Calcul matriciel
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Réponses mélangées

o -1 0 -1
cos(30) —sin(36) 11 0 0 cos(20) —sin(26)
Non inversible! =
sin(360)  cos(30) -1 0 -1 0 sin(26)  cos(26)
0 0 1 -1
4 =2 2 0
0 4 0
8 19 1 2 —e 11 8 -6 4 2 1
Py —10 -2 -2
2(m — 2 4
0 27 T=\ 5 & 7 5 -3 -1 i
2 -1 1
-5 3 -1 -1
-4 -1 3 n? n?
11 —1-2i 1 12
3 . T[22 +2 » —2x-1 (n?)
1 —1+i 0 1
A-1 0 1-2) n? n?
8 4 =2 1 7T =2
4 5 5 4 1 k
A#1 <l -16 -6 7 2 14 —4
09 4 5 0 1
0 -2 1 -1 =7 2
—1=A+A 1-X 2-2)
cos(kf) —sin(k6) 1
ntTID 1 0 -1
sin(kf)  cos(k0)
1-\? A-1 A-1
) 2 -1 n n
1 5 3 -1 1 13
313 2 -1 (n)
4 3 1 2 0 1
-6 -2 2 n n
-1 -2 2 2
ok 3k ok 1
3 =11 =1 2 A#1 17 (matrice 1 x 1)
E 6
0 3
-1 4 2 —4
1 -3 -1 1 7 —2 -2 —6 -5
3 3 4 7 49 —-14 (—5 15 3> 15 -1 11
9 -7 3 -2 —-14 4 18 —-26 -1

» [Réponses et corrigés page |125|
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Fiche de calcul n°24 0026A

Algebre linéaire

Prérequis
Coordonnées. Applications linéaires. Matrices. Rang.

Vecteurs

0
Pour chacun des calculs suivants, déterminer les coordonnées du vecteur u dans la base B.

a) u=(1,1), B=((0,1),(=1,2)): teerererrariiiiii e

b) w=(1,1), B=((=1,2),(0,1)). «e0riiiriiiiiii i

¢) u=(3,4), B=((1,2),(12,13)). «c0oiiitiii

d) u=(1,2,1), B=((0,1,3),(4,5,6),(=1,0,1)). ......ccoeiiiiii ..

e) u=(-1,0,1), B=((1,0,1),(1,1,1),(=1,-1,3)). coeeireriiiiiiiiiii..

Calculs de rangs

Calcul 24.2| — Sans calcul. ]
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 4 1 2 3
a) <3 1) ................................. d) 4 5 O |
6 7 13
1 4 1 4
2 8 2 8 L2
b) 9 8 9 8| e e) 3 4.
5 20 5 20 4 6
1 23 4 1 1
c) 2 4 6 8 f) eM,R) ...
3 6 9 12 1 .1
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L
Déterminer le rang des matrices suivantes :
3 2 1 1 2 1
a) | =4 =3 —1| ... o o 2 4|
-4 -2 =2 1 1 2
b) cosf —sinf r -1 2 3
<in 6 cosf | e d) 2 1 1 2
4 9 1 _p| e
1 4 2 1
Matrices et applications linéaires
— Matrices d’endomorphismes. o
Pour les applications linéaires f et les bases B suivantes, déterminer la matrice de f dans la base B.
a) f:(z,y)— (@+y,3z—5y), B=((1,0),(0,1)). ..o
b) f:(zy)— (@+y,3z—5y), B=((0,1),(1,0)). «ccoveriiiiiiii
o) fi(zmy) = Rret+y,z—y), B=((1,2),(3,4) «oooeiiiiii
d) f:(z,y,2)— (x+y,3z—2,y), B= ((1,0,0)7 (0,1,0),(1,1, 1)) ................
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— Matrices d’applications linéaires.

Pour Papplication linéaire f : R® — R? et les bases B, B’ suivantes, déterminer la matrice de f de la base B

dans la base B'.

a) fi(z,y,2)— (@+y+z,0-—y), B=((0,1,3),(4,5,6),(-1,0,1)), B = ((0,1),(1,0)).

Réponses mélangées

1[—19 —43 -1
3 2

9 21 4
2 (=1,1/2,1/2)  (=2,4/5,11/5)
1 0 1
3 -1 1 (9/1172/11) (_1’3)
0o 1 1

-1

15

1

0

4 3

2 1

» [Réponses et corrigés page |128|
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Fiche de calcul n°25

Equations différentielles

Prérequis
Equations différentielles.

Equations d’ordre 1 A coefficients constants

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) Y =12y et Y(0) =50 ..ot

b) ¥ '=y+1 et y(0) =5 it

c) ¥ =3y+5 et y(0) =1 coiii

d) ¥ =2y+12 et y(0) =3 it

Calcul 25.2

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

! —

a) BY ==y et Y(l) = e i

b) Ty +2y=2 et y(7) = =1 i

¢) Y = VBY =6 et Y(0) =T oo

d) ¥Y=my+2 et y(m) =12 oo

0027A
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Equations d’ordre 2, homogenes, a coefficients constants

“alcul 25.3] — Une équation avec conditions initiales. o

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=2 ..cccoiiiiiiiiiiiii.

b) v =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=1 ...ccoviiiiiiiiiiiii..

) ¥ =3y +2y=0 et y0)=1 et y(0)=3 ..cccviiiiiiiiiiiiiii..

alcul 25.4] — Racines doubles, racines simples. o

Déterminer les solutions des problemes de Cauchy suivants :

a) ¥ —y=0 et y0)=1 et H(0) =1 .ceoeireiriiriiriiniinainnnn

b) v +3y +2y=0 et y(0) =2 et y/(O):3 .........................

) ¥YV'+y' —2y=0 et y(0)=1 et y'(0)=2 ..o,

d) v =2y +y=0 et y(0)=2 et y0)=1 ..cooiiiiiiiiiiiiii..

e) ¥v'+4y +4y=0 et y(l)=1 et y'(1)=-3 ...

— Racines complexes. L)

Déterminer les solutions des problémes de Cauchy suivants :

a) ¥'+y=0 et y0)=1 et y(0)=2 .00,

b) v"+y +y=0 et y(0)=1 et (0)=—1 ..ccoviiiiiiiiiiiiii.

) vV'+2) +2y=0 et y0)=0 et y(0)=1 ...ccoeiiiiiiiiiiii..

Réponses mélangées

T 1 — e 20/T+2 x> (2—x)e” z — 9e%* — 6 x — e*® x — e Tsin(x)
6 6
z (2 —z)e? 2 x> Te " —he 2 xr—><—~|—7r>e br_
2-=) V5 5
2 2
x > 56el?® T > (12—1——6)6”_”2 _ T 202 — "
T T
4 8e3* — 5
T e — —e T 6e” —1 T e’ T ¢ x s e(6-2)/5
3 3 3
. - —2/2 3x 1 . 3z
x> cosx + 2sinz T e T e €c0S —— — —= sin ——
2 V3 2

» |Réponses et corrigés page [131]
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Réponses et corrigés

Réponses et corrigés
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5 o) 5
Réponses
4 —10 3
lla).ooooiiiiiii. 1.3C) i, —_— 1.7 n"tn
5 3 n+1
11b) o L3d) o 1 000 1.8 2) 40
A) -
11Q)eei e 14 16 6
R 35 | -
1.1d) ..o 2 x 37 1.8b) ..o 14+ —
1.52) o 2 022 k-1
1
1.2a). i, - 1 5
) E 15b) oo [ 1.8¢C) eiiininn... 3+
2 T —2
7
1.2b) T 1.5 C) e I
1.5d) ..o 2 3_ 5
1.2C) i [9] ) 1.108) oot =>3
-1
T 1.6a)cei... .
1.2d) . — 1)2 12 10
) E nin+1) 110D). .o ==
2 11 12
1.3a)...cooiiiiiiii. 247 a
) 1.6 b) ................. - — 125 105
a—b 1.10¢) .o ==
203 25 21
1.3b). i
4] 16 ?
C) e ST LA L Non
112 o
Corrigés
32 8x4 4
Lla) 5 8x5 5
3 1 3 3 31 3 5
1.1 b) 8><4—2*(2><4)><—2:2 x 4 ><4—2—2 x4 =
27—1 % 42 (33)71 % (22)2 34
e T R ETT
(=2 3P (22) x (=2)F X3 x 3T (=2) x 4P x 3% 3k 3k_2
1.1d) On a: VRV = 3% %3 = YLRVEE =-2x3 .
2 1 2x3 1x4 6 4 6—4 2 1
1.2 & énomi c2o = - =— =2
a) On met au méme dénominateur 1 3 1x3 3x4- 12 1 D 2= 6
1.2 b) On transforme 0,2 en fraction et on met au méme dénominateur :
2702727372><107 2x3 20 6 _20-6_14 _7Tx2 T
3773 100 3x10 10x3 30 30 30 30 15x2 15
1.2 ¢) Pour multiplier des fractions, on multiplie les numérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux :
§X§X5_§X§X§_36x15x5_12><3><5><3><5_3><3_9_9
25 12 2571271 25x12x1  5xh5x12x1 1 1 7
1.2 d) Pour diviser une fraction par une autre, on la multiplie par la fraction inverse de la deuxiéme fraction :
2 6 2 5 2 5 2x5 2x5 1
A R B . =5
15 5 15 6 156 15x6 3x5x2x3 9
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1 1 2X3XxbXT7T 2x3x5xT7 2x3x5x7 2x3x5x7

= + + +

2 3 5 7
=3XOXTH+2X5XT7T+2Xx3xT7T+2x3x5=105+ 70+ 42+ 30 = 247.

Wl =
3y
~

(136 28 62) 21 (136 28 31) 7
- - X — = - + - X —
15 5 10 24 15 5 5 8
(B 8y I, 2y I M T » T
~\15 5/78 \15 15/78 15 "8 378 24°
1.3 ¢) On simplifie d’abord les termes comportant des exposants

519 x 78 — 25° x 492 510 x 78 — 510 x 74 59 x 71 -7 5x(=6) —10

(125 x T)3 4+ 52 x 143 59 x T3 4+59 x 73 x 23 59 x 73(14+23) 9 3

1978 x 197941980 x21+1958 1978 x 1979+ 1979 x 21 +21+1 958

19801979 —-1978 x 1 979 1979 x (1 980 — 1 978)
C1979x(19784+21)4+1979 1979 x (1978 4+21+1) 1979 x 2 000
B 1979 x 2 - 1979 x 2 0 1979x2
=1 000.
1.4 On calcule :
05-%+d , 05-3+i-02_3-fed i-i+i-d
5_ 5 5 T_ 77 5_ 5 5 T_ 71 _ 7
s-mtew 51tz =35 sty s-1t3—3
_3e-wrta)  s-gti-3 3 116
(-hrd)  (E-frich 5 T ®
1.5 a) On connait l'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b°.
2 022 2 022 2 022
Donc : = = =2 022.
(—2022)% + (—2 021)(2 023) _ (2022)%2 + (1 —2022) x (L +2022) (2 022)2 + 1 — 2 0222
1.5 b) On fait apparaitre 2 021 dans 2 020 et 2 022 au dénominateur
2 0217 B 2 0217
20202+2022° -2 (2021 —1)2+ (2021 + 1) —2
B 2 0217
720212 -2x2021 x 1+ 1420212 4+2x2021 x 1 +1—2
_ 2 0212 2 021 1

20212 _2x2021x1+20212 +2x2021x1 2021 —2+2021+2 2

1.5 c) En posant a =1234,ona:1235=a+1et 2469 = 2a+ 1.

Done . 1235 x2469-1234 _ (a+1)(2a+1)—a 2a* +2a+1
" 1234x2469+1235  a(2a+1)+a+1  2a2+2a+1

1.5 d) En posant a =1 000, ona:99=a—-1,1001=a+1,1002=a+ 2 et 4 002 = 2a + 2.

4 002 4a + 2 2(2a + 1) 2(2a + 1)
Donc : = = = = 2.
1000 x 1002 —999 x 1 001 ala+2)—(a—1)(a+1) a?+2a — (a® —1) 2a+1
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1.6 a) On met au méme dénominateur. Cela donne :

1 + 1 n nn+1) (n+1)?  n+nm+1)—(n+1)>
n+1)2 n+1 n nn+1)?2 nn+1)2 nn+1) n(n +1)2
Cn+nP+n—mP+2n+1) -1
N n(n + 1)2 T n(n+1)2°

1.6 b) On rappelle la formule : a®> — b* = (a — b) (ab +a® + bz). Cela donne :

a® —b® (a+b)2_(a—b)(ab+a2+b2) (a+b)2_ab+a2+b27a2+2ab+b2_7 ab

(a—b2 a—b (a —b)2 a—b a—1b a—1b a—>b

1.6 c) Pour n € N*\{1,2}, on a :

6(n+1)
n(n—1)(2n—2) 6(n+1) " n’(n—1?%  6(n+1) L =1 3
2n+2 ~ n(n-1)(2n-2) 2n+2  2n—1)" 2(n+1) 2
n2(n —1)2
...................................................... nz
" N G B . ;
1.7 DeZk:M,ona:k:O _ 2 :n(n +1) 2 :n(n —|—1):n +n.
2 n n(n+1) 2 n(n+1) n+1 n+1
k=0 Sk
k=0 2
29 4x64+5 5
1.8 Ont — = =4+ -.
a) n trouve — 5 +6
k k—1+1 1
1.8 b) Ontrouvek_l— - —1+m.
-1 3(&-2)+5 5
1.8 ¢) On trouve —5 = —5 —3+f2
1.9 Pour ¢t € R\{—1}, on a :
U S S ¢ & S 1+¢ it (1447 2t
Tl+2 (1402 +e)(1+0)2 A+2)1+1)2 0 1+e)A+0)2 0 (1+2)(1+¢)2
Donc, AB = 2t X (L+2)(141)* =2t
’ (14+82)(1+1)? ’
27 5 25
1.1 S22
02) 5579 5
125 105
1.1 — =5=——
09 55 =5~
1.11 Nous allons étudier les produits en croix.

On sait que A = B, si et seulement si 33 215 x 208 341 = 66 317 x 104 348. Le nombre de gauche est le produit de deux
nombres impairs, il est impair. Par contre, le nombre de droite est le produit de deux nombres de parités différentes, il
est pair. Par conséquent, ’égalité n’est pas vérifiée. A et B ne sont pas égaux.

5 6
01 P = 10T
D’une part calculons : (10° 4+ 1) x (107 +1) = 10" + 10" +10° + 1.
D’autre part : (10° +1)* = 10" +2 x 10° + 1.

Comme (10° 4 1) x (107 4+ 1) > (10° + 1)x (10° + 1), on obtient : A > B.

1.12 On ré-écrit A =

. Nous allons étudier les produits en croix.
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Réponses

Corrigés

3,32 3. 92 3. 92 3. 92
2.3 a) 2°-3 _ 2°-3 _ 2°-3 :2 3 93T . 3273 _
34.928 .61 34.98.9-1.3-1 34-1.98-1 33.97

2.3 d) On simplifie en appliquant les régles habituelles de calcul avec les puissances, et en exploitant le fait que
8

(32 . (_2)4) _ 316 . 232 _ 238 . 326

((=3)3 - 23) -2 3-10.2-6 '

Q7 .66 9317 96 3—6  951—6 36
2.4 a) On fait apparaitre les facteurs premiers 2 et 3 : 95 9B — 32() giz — 36,91 — 21512 —

552121721257  (5-11)%-(11%)72.(5%)?  5%.1172
275-605-2-25% ~ 52.11-(112-5)=2.(52)4  58.11-3

, . _ 127215 (2%)7%.37%.3*.5*  27'.3%.5"
2.4 c) On fait apparaitre les facteurs premiers 2, 3 et 5 : 952 184 = ((52))2 o1 (32)- =9 i 385"

36°-70°-10%  20.3%.2°.5°.7°.2%2.5% 21%.30.57.7°

(—a)™ = a™ lorsque n est pair :

=11.

2.4 b) Avec les facteurs premiers 5 et 11 :

a , ; . _ o6
2.4d) Meéme méthode que précédemment : 145 982 156 — 95.73 . 94.73.36 . 56— 97 .36 5675 — 27 . 5.
. . . R - . . x 2 2
2.5 a) On met au méme dénominateur les deux premieres écritures fractionnaires : — — =
z—1 z+1 22-1
rz+1)—2(z—-1) 2 _m2+w—2x—|—2_ 2 _ P oz
(z—=1D(z+1) 22—1 " (z+1)(z—-1) (z+D(z—-1) (z+)(x—-1) =z+1
. , 2 1 8 2(x—2) — (x+2) 8 20 —4—x—2+38 1
2.5b M thode : — = = =
) e e 2 @ -4 (2+2@-2) @+2@-2) z+2)(z-2) z-2
2.5 ¢) On commence par simplifier les puissances superflues, puis c’est le méme principe que précédemment :
z? x> 22z T 20 z(w+1+z-1) 2x 2P —22 2z

x27x+x3+x2_x3fx m71+x+1_3c271_ (z—1D(z+1) (z4+D(x—-1) (z+D(x—-1) =z+1
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B4 C) i (x+1)(z+2)
34d).......... 3<x+’7$/37> (m+7+6\/3>7>
34e)........ 2<x+341/ﬁ) <x+3+:{m>
34f) . —5(x —1) <x . é)
35a) i ‘(x—l—y—z)(x—i—y—i—z)‘
35 D) i [3(142 + 3y) (42 + )|
8.5 C) (z+D(y+1)
35 d) i (x—1D(y—1)
B3.50) e (@ +y)(@+1)?]
3.5f) . (a® + %) (y — 422) (y + 42?)
36a). ... (z—1)(z+1)(2*+1)
3.6Db) .. —8(2? +1)(z — 4)(z +4)
36C). i (m2—|—x+1)(x2—x+1)
3.6d).... (a® + %) (* + d°)
36¢e)...... (a2—|—b2—|—02 +d2) (p2—|—q2 + 72 +52)

Réponses

3 1
3.1a) i 8x° 6x2+§x—g
31b)i ‘x5—2x4+x3—x2+2x—1‘
B1C) i ‘3:5 x3+x2—1‘
31d)...o ‘x5+2$4+x3—x2—2$—1‘
B1€) i ‘x fx3fx2+1‘
Bl f) ot 2?1
3.28). |—2+ 120 — 172% + 8% — 3|
B.2b)
B2C) i ‘2+x37x47x5‘
32d). |—1— 32— 3" +4°
8:200) i
3.26) . 1420 +30% + 22° + 2
B.38) —6(6z +7)
3.3Db). 452 + 4)(~5x + 1) |
3.3C) i 2(3z — 4)(10z + 3) |
3.3d). |—8(z+1)(z + 16)
B4 a). (x—1)2
B4 D) (z +2)?

Corrigés

3.1a)  On utilise directement Iidentité remarquable (a + b)® = a® + 3ab + 3ab® + b°.
3.1b)

“efficace”, il suffit de rechercher directement le coefficient du terme d’un degré donné (sachant que (ax")(bz?) = abx

On peut écrire : (z — 1)3 (m2 +x+ 1) = (xS —32° + 3z — 1) (mQ +x+ 1) = 2”2z +2° —2°+22—1. Pour étre

n+p).

Par exemple, dans I'expression finale et en utilisant 1’étape intermédiaire, le coefficient du terme de degré 2 est donné
par (—3) x 1+3 x 1+ (—1) x 1 = —1. Ici, I’étape intermédiaire n’étant pas compliquée (a effectuer et a retenir), on peut

(éventuellement) se passer de ’écrire.

(.13+1)2(.13—1)(.Z‘2—l‘+1) :[(a:—!—l)(x—1)][(x+1)(x2—x+1)] = (mz—l)(a:3+1) =2 -2+ -1

Que pensez-vous de la nécessité d’écrire les étapes intermédiaires 7
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3.1e) On calcule : (z — 1) (z + 1)(:L‘2 +z+ 1) = (m2 — 1) (123 - 1) =2 -2 — 241

2 2
34e) La forme canonique est 2 |:<$ + %) — 33:| .

3.6 ¢c) On calcule z* +2° + 1 =2" + 22> +1—2° = (ZE2 + 1) —z? = (a:2 +x+ 1) (m2 -+ 1). La factorisation est

alors terminée sur R puisque les deux équations, z° +z + 1 =0 et 2> — z + 1 = 0, n’ont pas de solutions réelles.

(ac+ bd)* + (ad — be)® = a®® + b*d® + d*d® + b° = (a2 + b2) (c2 + d2).

Remarque : signalons tout de méme qu’une autre voie (sans calcul) consiste & interpréter en termes de module d’un
produit de deux nombres complexes !
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Réponses
4.1&) ........................ 4.3&).... 2—[—\/§+%\/€ 4,5(;) ,,,,,,,,,,,,,, 1++vVx—1
4.1b) .. -\/5—1 11
41 ) 4.3b) ................ 45d) ................. 537—1
........... 43¢).......... 1= VI0+ VI5] z(z —2)
4.1d). V7 -2 4.5e) ... -z -1
41)rrmie, 48 [VI5 4 V10~ V6 2]
A1) 3—a]] 43¢ —(V2+V3) B8 e
28] oo . TR 4.6a). i
42D V- 2 4.6Db) .o 2v/2

4.2d)..... 3+V2
V242V ame) 1++2
4.2€). 127 A4 1 ) 1+ V2
4.26) 45 a) z AT )
A)
10 Vel 47e) 1+v5
4.28). .. 9— 3\/5 ) -
45b) ... x—a2 -1 47t In(1+v2)

4.2h)

4.8 o

Corrigés

4.1 a) Quand a est un réel positif, v/a est le nombre positif dont le carré vaut a donc /(—52) =5
4.1 f) On trouve |3 — al, c’est-a-dire 3 —asia <3 eta—3sia>3.
4.2 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

Va+2v3=vV1+2V3+3=1/(1+V3)2 =1+ V3.

4.3 a) On calcule :

2—-v3 2-vV3_ 2-v2 (2-V3)(2-V2)

21v2 2442 2-v2  2+v2)2—VR)
2-V3)2-v2) _4-2v2-2V3+6
22 -2 - 2

:z_f—ﬁ+§¢é.
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1 ona:
14+vV2+V3 '

1 1-(V2+V3) 1-(V24V3)  v2+v3-1

S (VY R I (VY)Y (S (V- RV ) O OV SV E R B

4.4 On pose A :=

Ainsi, la technique de la « quantité conjuguée » n’est pas suffisante ici; mais on peut la réappliquer. On a

(V2+v3-1)(4-2V6)  4v2-4v3+4v3-6v2-4+2V6 _2v2+4-2V6 _ v2+2-6
(4+2V6)(4—2v6) 16 — 24 h 8 - 4 ‘

1 _V2+2-6

Ainsi, on a : ce qu’on cherchait.

1+v2+V3 4
Remarque : on pouvait aussi faire un autre type de quantité conjuguée :
1 _ 1+v2-v3 C1+v2-V3  V2+2-6
1+vV2+v3 (14 V2+V3)(1+V2-V3) 2v2 4
4.5 ¢) On essaie de reconnaitre une identité remarquable dans la racine :

4.5 e) Le calcul donne f”(z) = i@ o1 d’ott
F@) +4f"(x) = Vo —1 - ! - ST CR . (Cht )
B (z—DvVz—-1 (z—1)Vx—-1 (x—1Dyvz -1

(\/3+\/Sf\/3f\/5)2:3+\/572\/3+\/5 3-vV5+3-vV5=6-2V/9—-5=6-2V4=6—-4=2.

De plus, \/3+\[7\/37\/520,d0nc \/3+\f7\/37\/5:\/§.

4.8 Appelons A ce nombre barbare, et écrivons-le A = o — 8 en posant

3 / 125 3 / 125

Plutot que de se lancer dans des choses compliquées, calculons A® A Dlaide de Pidentité remarquable. On a

A® =a® —3a°8+3a8° — 8% =o® — B° — 3a8(a — B)

125 125
A3 =6—-3A4°3 i _ 229
6—3 <3+ 9+ 27)( 34+4/9+ 27)

d’ott finalement A® = 6 — 54, ce qui est équivalent & (A — 1)(A® + A + 6) = 0 en observant que 1 est racine évidente de
'équation t> + 5t — 6 = 0 d’inconnue ¢, puis finalement 1 est 'unique racine réelle de cette équation, et donc A = 1.

ce qui donne

70 Réponses et corrigés



IF'iche n° 5. Expressions algébriques|

Réponses
5.1a)........... 742 +12a + 7 5.2C) i 18 — 261 Bada) .ot
5Ab) . 2_a_1] 52d)... —9—46i]  5.4b) ..

5.1 b) De a® = a® — 1, on déduit a® = a*(a® — a) = a® — a” et donc a® — a°

1
5.3d)  On développe (f%+i§)3:77+3~i§+3~§7i%.
8 8 8 8
5.4 a) De a° = 1, on déduit a” = a? et a® = a donc tous les termes se simplifient sauf deux : 4 — 1 = 3.
5.4 b) On commence par a'*** = (a'%)'* x a* = a* car 0'® = (¢°)® = 1. De méme a***' = a', etc. et on obtient

1234
1234 x (1234 + 1
5.4 ¢) Ceci vaut a® ot § = Z k= w est un entier multiple de 5.
k=0
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a® —1

5.4 d) Cette somme partielle de suite géométrique vaut
99 100
_ 1—
5.4 ¢) Cette somme géométrique vaut xa' =2 “_ “_
-1 a—1 a—1
5.4 f) En réordonnant les facteurs et en développant, on obtient :

2—a")2-a")(2-ad*)2-d) = (5-2(a+a")(5—2(a® +a*)) =25 —10(a + a* + a® + a*) + 4(a + a*)(a* + a®).

Ora+a®+ad°+a*=—-1et (a+a*)@®+a®)=a*+a®+a*+a" =a+a® +a®+a* = —1 aussi.
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[Fiche n° 6. Equations du second degré|

Réponses

G-1 €)oo 6:3 )it 2m/(m + 3)

6L 6) o 0.donc —3/2| g oy
6.1 B 6.4D) ... ‘a:—ZthZI

|
6.1h) . ... 6.4C) i ‘a:—?)etb: ‘
6.10). 6.4d) . ..o ’a:l/Zetsz‘

6.1 1) | —1 donc —19/5|

6.4€) i ‘a:letb:?)\ﬁ

6.2 a) ........................................ 6.5 a) ....................... ] — 00, 1] U [\/i +oo[

B.2b) . B.5 D) .ot [—3,5]

zz:)) .................................... 6.5C) o ‘]—oo,—l]U[2/3,+OO[‘

6.2€) e e B8 e (=0 10T o
Corrigés

6.1 a) C’est, une identité remarquable : 2° — 6z + 9 = (z — 3)°.

6.1 ¢) Le nombre 2 est racine évidente, ’autre est donc —6 en regardant le produit des racines qui vaut —12.

61¢) Lo racine O est Ia racine évidente par excellence: la somme des racines valant fi 5 U'antre racine est 5.
6.08) Lo fonction £ — 22° + 3 et strictement posivie car ele st minorée par 3, donc ell ne s'anmule pas.
6:28)  Tci on cherche des racines wn peu moins évidentes : on semplace le probléme pas le problime équivalent de Ia

détermination de deux nombres x1,x2 dont le produit vaut 42 et la somme 13. On teste donc les factorisations évidentes
de 42,ici42=6xT7et 13=6+T7.

6.5 a) Un trinéme est du signe du coefficient dominant a I'extérieur de l'intervalle des racines, et du signe opposé

entre les racines. Ici, les racines sont v/2 et 1, le trindme est donc strictement positif sur ]—o0, 1[U]\/§, ~+o00][ et strictement
négatif sur |1, v/2[.

6.5 b) Les racines sont —5 et 3. Le trindme est donc strictement négatif sur | — oo, —3[ U ]5, +00[ et strictement
positif sur ] — 3, 5[.
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6.5 c) Ici, les racines sont —1 et 2/3. Le trindme est donc strictement positif sur | — oo, —1[U]2/3, +-00[ et strictement
négatif sur | — 1,2/3[.
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IFiche n° 7. Exponentielle et logarithme|

Réponses

% In(v2 — 1)

impaire

T8a) i
()
T8 C) i
T8d) i
79a) e
=
7.9b) . ¢
1+
T9¢C) i In |z — 1]
79d)..ooii _
14+2
oo
7.10a).......... T > 1r1127—|—5
3
720D) .. z € 0,1]
2
7210C) i, x> -
e
1
7.10d) oo x> ——
12
7.00€). ..o
—13 — /273
7.008) . ... e

On a 0,875 = g donc

In21+42In14 — 31n(0,875) = In3+1n7) +2(In2+In7) — 3(In7 — In 8)
=In3+2In3+3x3In2=3In3+11In2.
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7.3 On appelle A ce nombre. On a
A=(In1-In2)+ (In2—-1n3) +--- + (In98 — In99) + (In 99 — In 100)

donc en simplifiant les termes deux par deux finalement il reste A = In 1—1n 100, c’est-a-dire A = — In 100 ou 100 = 22 x 52,
d’ott le résultat A = —2(In2 + In5)

On peut écrire plus rigoureusement ce calcul :

99 99
k
A= kg_l In P = kg_l(lnk —In(k+1))

100

99 99 99
=) k=Y (k+1)=) k- Inj
k=1 k=1 k=1 j=2

en effectuant le changement d’indice j = k + 1 d’ou finalement A =In1 —In100 = —2(In2 + In5).

V2+1

7 7 ) 17
o= 161n(3+2\/§) 4In(V2+1) = 161]r1((1+\/§) )+4ln7\/§+1 = 81n(1+\@)+41n
1 1 25 1 25

+41n = —In = In(v2-1).
1+v2 V241 08 V241 8 ( )

d’ou finalement o = —g In

1
—Inln2 _ (=1)In(In2) — (In?2 -1 _
7.6b) Onae e (In2) s
7.6 e) On a ln( exp(—lneQ)) = 7ln(exp(—lne )) = Z(—Ine*)) = % x (=2)=-1

7.7 a) f1 est définie sur | — 2021, +2021[ qui est symétrique par rapport a 0 et

2021 — 1 2021 + z
Vz € ] — 2021, 42021 ) =1 — 202tz
v €]—2021,42021[,  f(=2) =Ingem—— =1n 2071ta " 5021 — 2

7.7 b) OnaVz eR, z<|z|]<+/x2+1donc f2 est définie sur R et pour tout réel z on a

fo(—z) =In(—z +/(—2)? + 1)
=In(—z+ 22+ 1)
(—z+ Va2 + 1)(z + Va2 +1)

=In
T+ vVr2+1
2 2
- + @ +1) =1 ! —fa(z).

n =
T+ vVaZ+1 r+vVaZ+1

7.10 f)  Attention a l’ensemble de définition de ces deux équations...

Pour la premiére équation, on cherche les solutions dans | — oo, —=5[ N (]61, +oo[N] — oo, —7[), qui est I’ensemble vide,

donc la premiére équation n’admet aucune solution.

Pour la seconde, on cherche les solutions dans | —oco, —5[N (] — 00, —T7[U]61, +oo[) , 'est-a~dire dans 'intervalle | — oo, —7].

Dans ce cas, un réel z appartenant a | — co, —7][ est solution de I’équation si et seulement si  vérifie z? 4+ 13z — 26 = 0.

—13— /273 R —134+/273
o 2

Or, ce trindbme admet deux racines réelles : 11 = —————— et 2

3 . Seul z1 convient car 1 € | — oo, —7[
et xo ¢ | — 00, —T7].
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IFiche n° 8. Trigonomeétrie|

Réponses

™ o
373

|

.................................. [

{g+2kw,kez}u{——+2kw kel

{47r 5t

5)
)
5

o —
BT D) e, {3”,;}
51
8.7b)..... {—+2kwkeZ}U{?+2km,keZ}
8.7 C) et {7(?,1?}
BT C) e {—56?,—761-}
11
8.7 C) {f+2k7r kGZ} {7+2k7r,k€Z}
8.7 d) e {ZT}
8.7 ) {—?’I,Z}
8T A) e {—+lm,kez
T 37 Swim
8.78) ........................... {4, 4 ,44}
3= w®™ mw 3w
7€) i {—4, 111
8T €) e {%Jrk;r,kez
7w bw Tw 1llw
N B
St w W 5w
8-7 f) ....................... {_6)_6,676
s %
87 f)........ {g-l—kﬂ,kGZ}U{F—&—kﬂykEZ
8.7 ¢) T 11w 1377r 237
) 19° 13’ 13° 12
117 T w 1lm
8.7 g) .................... {—12,_12,12,12}
s 117
8.7g). ... {E+kw,kez}u{ﬁ+kw,kez}
T bw 3w
W (o o)
Y
8-7 h) ............................. {2’676}
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T 27 T 5t |
8T ). Tkl ken 8.8C) . e [— 7f]u o
) {6+ 3 } c) e {6 7T_
T 137 T 5t 7w 117 ]
T 1) e T oon 88d). i, [o,f]u SUNRKN NN R
i {7 7 } ) 6 [6 6] [ 6]
T 7
BT ) {-2.2} I T A e
1) 77 8.8 d) ........... |: ™, 6 U 676 U 6 ,7T_
. ™ ™ -
871i)...... {?+2kw,kez}u{f?+2kw,kez} T 5r 37
8.8 ). e [f,f[ o o
¢) 12 [4 2
5t 97
BT ) e —, —
j) {14714} 8.8 ¢) 3m F z{
...................... 13 13
5t 97
8.7j) .................................. { } 3 7 5 3 3 7 7
147 14 Eﬁ[ }Ei [l l[ }ll
8.8f)..... {4,2u2,4_u 4,2u2,4_
. o5t 9
873 . ... {ﬂ+2kw,kez}u{ﬂ+2kw,kez} 8.8 f) [_ﬁ,_ﬁ[u}“,_qU[E,ﬁ[u}i,?’l
4 2 2 4 42 2 4
3 57 _ ] =
Ba) o — — 3 7
8.8a) {0’4}U{4’2ﬂ BB E) i 0,—7T U 1,27'(
- 4 4 |
3r 3
BB ) it [— — T 37
’ B8 ) -, —
47 4 | g) { 12
8.8 b) r o | 3r] [7r llx] [15m _ ]
Ll S O R I Y 777 8-8h .......... 0 il U - - U - 2
373 | ) [,8] {8’8]{8’W_
s T
SSb) ......................... -7, — :|U|: , T 57'[' T 37'( 777
3 3 8.8h)......... —m——|U |2, —|U|=
) 7T7 8 87 8 8 77T
0 57 |
8.8C) erne [O,—} ul2Z 9
c) 5 {6 s
Corrigés
8.3 b) On peut utiliser = g - % puis les formules d’addition.
8.4 b) On a
sin2z  cos2z _ sin2zcosz —cos2xsinr _ sin(2z —z) 1
sinx cost sin x cos x " sinzcosx  cosz
On peut aussi faire cette simplification a ’aide des formules de duplication :
Sin2$7COS2ZIj_QSin:IZCOSl'72COSQ.%'71_ 1
sinz cosr sinx cos T ~ cosz
8.44d) On calcule
cos(3x) = cos(2z + x) = cos(2z) cos x — sin(2x) sinz = (2cos” & — 1) cosz — 2 cos xsin” z
=2cos’ z — cos — 2cos (1 — cos® ) = 4 cos® & — 3cos .
85a) O T —2c0s’T-14d 237§+17\/§+2D 1 T>04d T_V2iv2
.5 a n a cos 7 = 2cos onc cos” o = —5— = ———. De plus, cos o >0 donc cos & = 3 .
8.5 b) Onasin® - =1- 2%22_4ﬂetsing20doncsin5: 22_\/5
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1 — cos(2x) 2sin” x

8.6 On a cos(2x) = 1 — 2sin’ z d =
a) n a cos(2x) e ) 2sinx cos

8.6 b) On a sin3z  cos3x _ sin3zcosz —cos3wsine _ sin(3z — ) _ sin(2z) _ 2sinzcosz

sinx coszT sin x cos T sin x cos T sinx sinx cos T

V2

. N 2
8.7 ¢) Cela revient a résoudre « cosx = 5 oucosT=——- ».

8.7 g) Si on résout avec = € [0, 2x], alors ¢t = 2z € [0, 4x].

V3 7 117 137 23«7 7 117 137 23«
Or, dans [0, 47], st = ~= t {————} t d {———f}
r, dans [0,47], on a cos 5 POUNTE |\ oy =™~y TgT €L AONC POUr T E (1o om0 g

. T . (m  w\ . 5T _. , .. om
8.7j) On a cos 7= sm(2 7) = sin 7R Finalement, on résout sin z = sin 7R
8.8 d) Cela revient a résoudre —= < sinz < %
8.8 f) On résout « tanz > 1 ou tanz < —1 »
8.8 g) Sixze [0,27r},alorst:x—% € —7r727r — 1. On résout donc cost > 0 pour t € [ Z,Qﬂ'—%] ce qui
T 3m Tm 3m T
Iy U | or].
donnete[4,2}U{2,4}etdoncx6[0,4}u{4,71'}
8.8 h) Si z € [0,2n], alors t = 2z — % S [—27471' - %} On résout donc cost > 0 pour t € [—1,471' g} ce qui
donnete[—ﬁ E}UP—W 5—W}UV—W 15—71 uisxe{o 3—W}U[?—7T H—W}U{w—ﬂ 27’l’i|
12 22 24 )P '8 88 g 7]
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Ficl 59 Dérvation

Réponses
9.1 8) ittt 9.5 a) (22 +3)(2sin(x) + 3) — (a2 + 32) X 2c05(2)
Sa)...... Zeim(a) 1 32
9.1 D). 52" — 6% + 4o — 15]
5 9.5 D) _ 2-8r
9.1C) i ’ (22° — 2z + 10) exp(2x) ‘ 2/z(3x + 2)2
322 -z (22 + 1) sin(2x + 1) + z cos(2z + 1)
9.1d)..oiiiiit (6x —1)In(z —2) + o 9.5¢)...... -2 @25 1)
9.2 8) . eii e (5(2* — 52)* (22 — 5) 0.5 ) (42 + 3) In(z) — 2z — 3
Sd)o ] 5
9.2b) .t 4(22° + 42 — 1)(32% + 2)| (In(z))
.1
9.2 C) ............. ’8(3082((5) 76COS($) sin(x) 74‘ 9.6 a) ........................ 2z sin (E) — COs (7)
9.2d)....... ’ —3(3cos(z) — sin(x))*(3sin(z) + cos(x)) ‘ 9.6 b) 9
2 BDb) RN
9.3 18) et e -
T 9:6C) it —
1 11—z
9.3 D) i
z1In(z) 9.6 ) x cos(z) — sin(z)
9.3C)c i, ’ (=227 4 32 + 1) exp(2® + z) ‘ zsin(z)
7 10x -5
9.3d)...oii ’6COS(2{,U) exp(3sin(2x)) ‘ 9.7a) ... B2 +a)?
6z 222 —1
9.4a) it cos 2 1+v3 1-V3
) (22 +1)2 <:1:2+1) 9.7b)......... x+1<x+ 5 )(x—l— 3 )
22% + 22 — 8 2z +1 92
9.4b) ... in T°+2x+5
) (22 + 4)2 (x2+4) 9.7 C) e EFSICESIE
cos(z) 2
9.4 C) i ) x
2 Sin(x) 9-7 d) ................................... (x + 1)2
cos(y/a) >
9.4d). i NG 9.7€) i 2(1 - In(z))?
Corrigés
9.1a) Oncalcule : f'(z) = (22 +3)(2z — 5) + (2 + 32+ 2) x 2 = 62° + 2z — 11.
9.1 b) On caleule : f'(z) = (32° 4+ 3)(2® — 5) + (¢ + 3z + 2) x 22 = 5z — 62 + 4z — 15.
9.1 ¢c) On calcule : f'(z) = (2¢ — 2) exp(2z) + (2° — 2z + 6) x 2exp(2z) = (22° — 2 + 10) exp(2).
9.1d)  Oncaleule : f'(z) = (62 — 1) In(w — 2) + (32" —2) x —— = (62— ) In(z — 2) + 35_‘2“‘
9.2 a) On calcule : f'(z) = 5(z® — 52)* (22 — 5).
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f/(x) = 2(sin(z) + 2 cos(x))(cos(z) — 2sin(z)) = 2(sin(z) cos(z) — 2sin’(x) + 2 cos®(z) — 4 cos(x) sin(z)
= —6cos(x)sin(z) — 4sin®(x) + 4 cos’(z) = —6 cos(x) sin(z) — 4(1 — cos®(x)) + 4 cos” (x)
= 8cos®(z) — 6 cos(z) sin(z) — 4.
9.2d)  On calcule : f'(x) = 3(3cos(z) — sin(x))*(—3sin(z) — cos(x)) = —3(3 cos(z) — sin(z))?(3sin(x) 4 cos(z)).
En développant, on trouve : f'(z) = —54 cos”(z) sin(z) — 78 cos” (z) — 9sin(x) + 51 cos(z).

9.3 a) On calcule : f'(z) = ac22—T— T C’est une application directe de la formule de dérivation quand f = Inow.
1/x 1

9.3 ¢) On calcule :

fl(x) = (=) exp(z® +x) + (2 — ) exp(z® + ) x 2z + 1) = (=1 + (2 — 2)(2z + 1)) exp(z® + z)
= (=1+4z+2—22" —x)exp(a® + z) = (—22° + 3z + 1) exp(z® + z).

222 — 1\ 4a® + 4o — 42° + 2z

by 207 — 1\ _ da(z®+1)— (22° —1) x 2z
f(x)—cos(x2+1)>< (z2+1)2 _cos(m2+1 (2 41)2
_ 61' COS(2$2_1)
(z2 +1)2 2+1

2z +1 2(x? 4+ 4) — (22 4+ 1) x 2z . 2z +1 227 4+ 8 — 4z? — 22
) x = —sin ( )

2+4 (x2 +4)2 N z2 44 (x2 + 4)?
20422 -8 (2x—|—1)
T (z2+4)2 z2+47
/ cos(z)
9.4 c) On calcule : f'(z) = cos(z) =
24/sin(x) 24/sin(x)

............................................ 2x+3)(28m(w)+3)_(m2+3x)XQCOS(I)

9.5 a) On calcule : f'(z) = ( (2sin(z) + 3)2

. En développant le numérateur, on trouve

~ —2z% cos(z) + 4z sin(x) — 6z cos(z) + 6sin(z) + 6z + 9

fle) = (2sin(z) + 3)2
9.5 b) Oncalcule'f’(;t)—ﬁ(?’x—’_m_ﬁxg_323:\;52_3\/32?5/%\/5_ 3r4+2—-6z = 2-3zx
’ ’ N (3z +2)2 T (Bz+2)2 2y/x(Bx+2)2 2y/x(3x +2)2

_ —2sin(2z+1) x (z? + 1) —cos(2z + 1) x 2z 9 (:c2 + 1)sin(2z + 1) + zcos(2z + 1)

(z2 +1)? (x2+1)2

9.5 ¢) On calcule : f'(x)
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9.5 d) On calcule : f'(x) = T —

9.6 ¢) On a trois fonctions composées a la suite : f = In(y/u)). Donc on a, en appliquant deux fois la formule de
1

! x u'(x) x

2¢/u — ) u(x)

o 2 . 7 !
dérivée d’une fonction composée : f'(z) =

On calcule :

Fla) = 1 » 1(z—1) —7(:E—2i-1) x 1 1
r+1 (z—1) r+1
rz—1 z—1
1 -2 -1
P T @1 T @rDe-1)
r—1
s 1

9.6 d) On caleule : f'(z) = cos(xz) X x —sin(x) x 1 o r x cos(z) — sin(x)
x? sin(z) z sin(x)
o —(=1) -1 (2+2)?-0B-12)?® 10z -5
9.7 a) On calcule : f'(z) = G- + BT Bt — B oor@ia)?
o 1 2z(z+1)—1 22°+22—1
9.7b)  On calcule : f'(z) =2z P p—— = o

Pour le trindéme 22° 4 2z — 1, on calcule A =4 — 4 x 2 x (—=1) = 12. On a deux racines :

C—2-y12  —2-2V3 -1-+/3 143
To2x2 4 T2 o2

T2

2z - =B @ - =B 9 (w+ 1+\/§)(m+ 1—\/3).

z+1 +1 2 2
2z 41 Ix(z-1)—-(z+2)x1 2z +1 3
9.7 On calcule : f'(z) = - = '
c) n calcule : f'(x) 2 irio (x —1)2 m2-‘,—m—2+(1‘—1)2

On cherche les racines du trindme z° 4+ z — 2 dont le discriminant est A = 1 + 8 = 9; on identifie deux racines
x1 = —2, 2o = 1. D’ott la forme factorisée : z° +x — 2 = (z + 2)(z — 1).
22+ 1)(z — 1 2 2

Alors : /() = 2z +1 n 3 :(x—|— )z )+ 3(x+2) _ 20" +2x45 .

(z+2)(z—-1) (z—-1)2 (z4+2)(z—1)2 (z+2)(xz+1)2 (z+2)(x—1)2
Le trindme 22> + 2z 4+ 5 dont le discriminant est A =4 —4 x 2 x 5 = —36 < 0 ne se factorise pas dans R.

22° +2x +5

(z+2)(z—1)%"

Ona: f'(x) =

oy Ix(z+1)—xx1 11 2 14 (z+1)>—2(x+1)
fle)= (x+1)2 +1_2x+1_(x+1)2+1_17+1_ (z+1)?
1+’ +2041-20-2  2?
B (z+1)2 GRS
g Al-l(@)-(l4@)gt i-mEglpbe 2 g
(S| On colove: fi(z) = 0@ 0-m@)z (G- @)7 2l - (@)
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; = —
Réponses
101 a) .o In|t + 1] 10.5€) o
3 1
10.1 D) oo - S —si
) — 10.5 f) - sin(mInt)
105 ) v tant — ¢
1001 )t 3 &)
2(t+2)? 1
10.5h) ..o §tan2t+ln|cost|
4
101 d) e —Cosi 2 -
105 0) oo —tant¢
3 34 4
10.28) 0o S+ 0)E - Tt
105 3) « e 2v/tant
L ot
1
10.2b) ..o e YOS K)o B
tant
1
i 1 1
10.2C) i 3Arctan(3t) 105 1) e 1 .
2 (1 —sint)?
2
10.38) i SInfl+4¢ 1
) 3 | | 105 M) oo §Arctan(2t)
1 bes
103 b). o 6(1 +2t%)2 105 0) e Arctan(e’)
10.3 €)oo VI 10.6a) . t , sin(2t)
2 4
10.3 d) 3(1+7t2)§ 1 9
Bd)oo — t s(2t
1 106 D) ..o _cos(dt) _ cos(2t)
8 4
10.3€) e ~In(1 + 3t?)
10.6C) v —cost + = cos> t
10.3 ) =
B 1
(1+3¢2)? 107 a) e t+1Int— 7
104 8) ottt “In*t
10.7D) o Int— —
) e
10.4 b) .................................... 2V1nt 10.7 C) ............................. t—21n|t+1|
2
AC) 1
10.4 c) (3 — e2t)2 10.7d). o 3 In(1 4 t?) — Arctan(t)
10.4d - 2
. ) ..................................... 3t% 10.76) .......................... 1n|t+1|+t+1
104 e) oo Infl—e " +¢ 1.
) ’ | | ‘ 10.8a) ..o, 2(t — 1) puis g153 — 12 + 5t
10,4 £) o —et
1/2 1
10.8Db)...ovenn... - ( + 1) puis —— + In |¢]
10.58) coeinii ——cos®t 2\t t
; 1 3 . 2.3 1
10.5 D)t 10.8¢) v, i + 7 puis §t2 top
105 C) cviii e —1In|cost| 1084 1 31 11 5
). —— —-—— puils —-— — —
10.5 d) .o —In|1 — sint| o 252 3t Vit
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10.8¢)............ 2¢?" — 3¢ puis %e% - %6_375 10.81)....... % puis —% In|2 + 3 cost|
108 1) v 3e372 puis %e?’t_Q 10.8m) ..o W puis _m
10.8¢)..... - 1;£Z2++272 +1)2 puis %111(\,53 —10) 10.81n) cooiiiinn.. (1- 2t2)e_t2 puis —%e_tz
10.8 h) _% puis gln(tz + 1) — Arctan(t) 10.80) coeovviiiin... hltt%? puis Int — %ln2 t
10.81)............ cost(3 cos” t — 2) puis _% cos’ t 10.8D) o ovviiiiiii —12_:7;;1; puis In |In¢|
10.8j) .o, —w puis COS% 108q).......... w puis — cos(Int))
10.8K).ovvvviniinn... (2_?_6;)2 puis In(2 + ") 10.81)............. e(tl(ite;)lg)) puis Arctan(e’)
Corrigés

t t
10.5 h) / tan® 0 df = / ((tan® @ + 1) tan 6 — tan 0) d§ = %tabn2 t + In|cost| + cte

x t
10.6 a) /c0520d9:/ Md@:

/ cos(#) sin(30) do = / %(Sin(?ﬁ +0) +sin(30 — 0)) do

-~ ‘1, . _ cos(4t)  cos(2t)
= / §(sm(49) + sin(20))do = s T4 + cte.

84 Réponses et corrigés



t t t
o-1 . [to+1-2 2 B

t t t
0 o ffe+1-1 . 1 1 B 1
10.7 e) / Wde_/ Wde_/ (0+1 (6+1)2>d9—ln|t+1|+t+1+cte
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IFiche n°11. Calcul d’intégrales|

Réponses

11.1a)........ 11.3d) ... [0] VE| g7 11

coati 1 ' 6
b P !
11.1¢)........ 15 e) s 6] 117 b) e =

2
2
_ 1
11.2a)...ccnnn... 11.3f)......... 101 11.56)...... §7§ 1T C) .
11.2b) .o, 50
) [50] 114a)............. O y16a). 0] 1L7d).......
147
11.2¢) ... - 11.4b).....ooee 11.6b)............. [0] 117 ¢) 1

™
1 11.8a)............ ul
) —
11.2f€)............. 3 114e)...... e? —e3 11.6d).......... 384 4
99

11.4f)......... —In3 11.8b)......... —_—
11.3a)............. ) 11.60) . . ;(1_1> ) n 10

e

11.3b) e 11.5a)............

-3 5

11.1 b) / |sin 7z|dz = —/ |sin 7z|dz. Cette derniére intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut
5 -3

I'interpréter comme une aire. Elle est positive car on integre une fonction positive.

-1 0
11.1 ¢) / sinzdr = — / sin z dz. Cette derniere intégrale a ses bornes « dans le bon sens », on peut l'interpréter
0

—1
0

comme une aire. sin est négative sur [—m, 0] donc sur [—1,0], / sin z dz est donc négative.

11.2 a) 1l s’agit de laire d’un rectangle de largeur 2 et de longueur 7.

-3 7 7
11.2 b) On commence par mettre les bornes « dans le bon sens » : / —5dzx = —/ —5dz = / 5dx. Cette
- .

derniere intégrale est ’aire d’un rectangle dont les co6tés mesurent 10 et 5.

11.2 ¢) 1l s’agit de laire du triangle dont les sommets sont l'origine O, le point A(7;0) et B(7;21). Ce triangle est

1
rectangle en A et son aire est 3 x AO x AB.

11.2 d) Les bornes sont « dans le bon sens », on peut donc interpréter l'intégrale comme une aire algébrique. Sur

I'intervalle [2, 8], la courbe de f(x) =1 — 2z est située sous l’axe des abscisses, l'aire algébrique sera négative.
11 s’agit de calculer aire du trapéze rectangle dont les sommets sont A(2;0), B(8;0), C(8;—15) et D(2; —3). L’aire de
ce trapeéze rectangle est % x AB x (AD + BC) = % X 6 X (34 15).
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2 0 2
11.2 e) Avec la relation de Chasles, on a / sinzdr = / sinz dx + / sin z dz.La fonction sinus étant impaire,
—2 2 0

0
les aires algébriques /

2
sinxdz et / sin z dx sont opposées, il suit que leur somme est nulle.
—2 0

11.2 f) Les bornes étant « dans le bon sens », on interpréte cette intégrale comme une aire algébrique. Cette aire est

composée de deux triangles rectangles (les intégrales de —2 & 0 et de 0 & 1).

2 —2

1

dz 1 2

11.5 ¢) /C)ﬂx+2f[;ln|7r:r+2|} 771( 5 )

F3 i
11.5 d) / sin(3x)dac:[—fcos(3x)}6 _lv2

-5 - 3 2
.................. oo
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NE

3
11.6 a) / # dz = [f In(z” — 4z + 5)} =0.
1

fu
-
(=2}
(e
N
o\
ol
-+
I
B
8
(ol
8
Il
o\
8| e
2B
88
8
o,
I
—
|
—
=
—~
Q
o
@
8
N
—_
S ol
I
|
/N
o5
N———

3 3
_ 1 .2 1 1
11.6 e) /xez 1dx:[7e2 1} 7,(1_,>
0 2 0 2 (S
1 1
T 1-1 1 7
11.6 f) / { — } ==
o (@2+1)1 23 (2+1)3], 48
wray [ ¢ L e _{ 1 T_, 1 1
e 4 2e® +1 o (e 41)2 e +1]g e+1 2
3 -1 3
11.7 b) z+1 est négatif sur [—2, —1] et positif sur [—1, 3]. On en déduit :/ |z+1|dz :/ —x—ldx—i—/ z+1dz.
—2 —2 -1

Ces deux intégrales se calculent avec des primitives ou en les interprétant comme des aires de triangles.

11.7 e) On calcule

o\
[NE
—
[\]
Q
@]
w0
o
—
8
=
I
—_
N
&
=]
—
8
~
o,
8
Il
[\]
o\
[NE
Q
@]
wn
—
8
N2
&,
=]
—
&
o
8
I
o\
[NE
<
B
—
8
~
o,
8

/0 : cos(2) sin(z) da =

- '
11.8 dx = | arct _T
a) /0 1122 T [arc an(x)}o 1
2 2
1 2 tenlO_l 99
11.8 b 10°de = [ o1 [7 rlnw} _
) /0 v /Oe 10 o Inlo 10
1 1 1
11.8 ¢) \/g?dm:/ xzdx—{gx%} _2
0 0 3 o 3
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IFiche n° 12. Intégration par parties|

Réponses
121&) ..................................... z*l 1223) R —-R
2 ....................... T (_w + 2)61‘
12,1 ) it R
%
+
191 ) (ln(2)>221n(2) _ 21n(2> _ 21n(2) ) 12.2 b) ...................... { s l+Inz
dc) ...
(In(2))* .
12.10d) ceeiee R—=R
12.2¢)........ 1 )
3 x — xarctan(z) — 3 In(1+ %)
121 €) o 2In2 — -
e) n2-—- =
— 12.38) 0 3~ e?
12.16) oo ln(2)f2+§
1
I 128D 62;
12,1 8) oo - — =
g) 173
R - R
+
121h) _2\/5_’_% 124&) ............ { ZL"—>3§'1H2$72Z1HZE+2’£
............................... = T3
RI —- R
4 8 4 +
12.18) o “V2In(2) - ~V2+ - 12.4b)...... 51, 4 2 2
3 9 9 r—z’(-Inr—-—Inz+ —
3 9 27
T 1 w2
121 j) e ———In2—-—
) 12 32
Corrigés
12.1 a) On choisit u'(t) = cost et v(t) = t. /2 tcostdt = [tsint]og — /2 sintdt = g -1
0 0

0

n(2) In(2) 1 In(2) 1 In(2)
12.1c¢) On choisit v(t) = t et u'(t) = 2". / 2" dt = /1 te! ™™ q¢ = {tln@)ﬂ - m/1 @ qp =

1
oln(2) _ 2 1 [ t]ln(2) _ (ln(2))221n(2> —2In(2) — oIn(2) 4 9

n(2)  (In(2)? " " (In(2))?

1 1 2
12.1f)  On choisit u/(t) = 1 et v(t) = In(1 + °). / In(1 + ¢*)dt = [tln(1+t2)}; — 2/ ﬁdt In(2)
0
1
™
2/0 (1 T t2> dt =1n2 — 2[t — arctan(t)], = In(2) — 2+ 3

1 2 1 1 2 1
t 1 t s 1 1 ™ 1
tarctantdt = | — arctant| — = [ ——dt=— — = - —)dt=2——.
/0 arctan [2arc an :|0 2/0 11 3 2/0 ( 1+t2> 4 92
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1 1 1
12.14) Onchoisitu'(t):\/1+tetv(t):ln(1+t)4/ VIFin(144)dt = [%(1+t)%1n(1+t)} _g/ Vitidt =
0 0 0

| W
S
—
—~
[\
—
|
| D
—
| 2o
—~
—
+
~
N
=
(S5
[E——
i
I
|
S
—
—~
[\
—
|
| oo
o
+
O

. z 277% - 2 2
1+ tan®¢. On obtient [t tan ] 7/ tantdt — [] =24 [Incos(t)]y — == = Z — %ln? -
0 0

12.2 a) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit x € R, en choisissant

uw'(t) =e' et v(t) = —t+1,0ona / (—t+1)e"dt = [(—t+ 1)et]:+/ e'dt = (—x+1)e” +e” —2. Ainsi, z — (—z+2)e”
0 0

est une primitive sur R de z — (—z + 1)e”.

12.2 b) Cette fonction est définie sur R}, y est continue et admet donc des primitives. Soit z > 0, par intégration
1 “Int Int]” ‘1 1 1 1 1

par parties avec u'(t) = — et v(t) = Int, on a 2l = [—n—} + —dt=——2 24 Ainsi, z — _nrtd
t2 1 t2 t 11 L t2 T T

est donc une primitive sur R’ de f

12.2 ¢c) La fonction est définie sur R et y est continue. Soit z € R, on a en choisissant u'(t) = 1 et v(t) = arctant,

14 ¢2

/ arctan(t) d¢t = [t arctant]; — / dt = xz arctan(x) — 5 In(1 + z°). D’oit une primitive.
0 0

12.3 a) On effectue deux intégrations par parties successives : pour la premiére, v’ (t) = e
1 o2t 1 1 o2t
/ (t* + 3t —4)e* dt = [(1&2 + 3t — 4)2] — / (2t + 3)7 dt. Puis, seconde intégration par parties avec, v(t) = 2t + 3
0 0 0

072

2t 1 2t 2 1
e N e e 1 1 5 1 15
etu/(t):7d0u :7/0 (2t+3)?dt:27 {(2t+3)} +7/0 e2fdt:17162+1[e2t] =2 &2

™

bl
12.3 b) On choisit d’abord v’ = exp et v = sin; d’oti : / e'sintdt = [et sin t}
0

2
/ e’ cost dt. Ensuite v’ = exp
0

jus
2

0~

[ME)

N z t
et v =cos, d’ou : €2 — [e cost]0 —

3 3 ,r
/ e’ sin ¢t dt. Finalement, 2/ e'sintdt =e? + 1.
0 0

12.4 a) Cette fonction est définie sur R*. et y est continue. Soit z > 0, en choisissant ' (t) = 1 et v(t) = In® £ on obtient
/ Intdt = [t In® t}f—/ 21Int dt. Puis, en choisissant u’(t) = 1 et v(t) = Int, on obtient  In® z—2[t In t]f+2/ 1dt =
1 1 1

zln’z — 2zlnz + 2z — 2. Ainsi, z +— z1n®z — 2zInz + 2z est une primitive sur RY. de z + In” z.

x
12.4 b) La fonction est définie et continue sur R. Si z > 0, alors, avec u’(t) = t* et v(t) = In*(t), on a: / t*In*tdt =
1

3 R 3 2 . 2 7 3 n2
—In?t| —% [ *Intd puis avec u'(t) = ¢* et v(t) = In(t), on obtient = In?z — = [ Int] "+ > [ #2dt =TT —
3 DA 3 9 NS 3

g:vg Inz+ %(mg —1). D’out une primitive.
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IFiche n° 13. Changements de variable|

Réponses

o

W

o

=
ol =] [ =] [ora] [

18,1 C) e
13,1 d)e e
13.1€) i 21n(2>
13.2 a) S
2A) e
1. [(2%+1
18.2 D) oot 1n( e;r >
18,2 C) oo E
1
13.20d) oo 1+ %
Corrigés

m
132 €) 0o 5
1
132 6) 00 S
13.38) oo 2¢?
13.3b)........ —2((V3-1)In(v3-1)—4+2V3
m
13.4a)........ ]0’5{ - R
x +— tanz + Intan(x)
R —- R
13.4 b) .................... N z e 2w
2 4
RY — R
13.4¢) oo, { b o Darctan(ve =)
RY — R
134d)....ooiiiilt 3 2
x — iln(xS +1)
1,400 — R
134¢e).........
°) { x +— arctanya?—1

13.1a) On poset=sinf avec 6 € [—E E] On a d = cosf et donc

272 de

/F_tzdt:/ mmade:/ Coma:/ cos(20) +1 _
-1 - _

[NE

13.1 b)

dt
On pose u = Vt avec t € [1,3], donc t = uetue [1, \/3] On a T 2u et donc dt = 2udu. Ainsi,

3édt* ﬁQuduQ[arctanu}ﬁQ(ﬂ-—w)ﬂ
L VEEVE ) ukw 1 \3 46

s

13.1¢) Onposeu =sintavect € [0, 5

Finalement, on trouve
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13.1d) Remarquons qu’on a cos® t = 1- sin® t) cost. On pose u = sint avec t € [O, g}

1 jus
d 2
On a d—? = cost donc du = costdt. Ainsi, / u3(1 - u2) du = / sin® ¢ cos® t dt. Finalement,
0 0

3 1
/0 sin3tcos3tdt:[iu‘lf%uﬁ}o:ifé:%
2 dt
13.1e) On pose u =t avec t € [1,4], donc t = u” et u € [1,2]. On a T 2u.
Y 7 2 :
Ainsi, dt = ——du=2 7du:2[ln 1+u} =2(In(3) — In(2)).
[ il =t ] M= (14 )] =200(3) - m(2))
du . . Yo T sint
13.2 a) On pose u = cost avec t € [0,7]. On a — = —sint. Ainsi, ———du = ————— dt et finalement,
dt 3+ u? o 3+ cos?t
/ smdt_l/lldu_l arctan | = T
o 3+cos?t 3 711+(L)2 V3 V3], 3V3
V3
t dt 1 1
13.2b) On poseu=¢e avecte[(Ll},donct:lnuetue[1,e].Onaa:ad0ncdt:Edu.

1 e e
1 1 1 1 1 ¢ 1 2e +1
Final t, —dt = ———du = —d :[71 2 1} :,1( )
inalemen /02—|—e*t /12+11Lu U ‘/12u+1 U 2n(u-l—)1 2n 3

1
13.2 ¢) On pose u= it_ 1 avec t € [2,4], donc t =2u+ 2 et u € [0,1]. On a donc dt = 2du.

4 1
1 1 1
Ainsi, —dt =2 ———du = [arcsin u} = —.
/2 VAL — 2 /0 V4 — 4u? o 2

13.2d) On pose t = tanu avec u € [0, %} a d ?

™ ™

1 z ud ud
1 4 1 4 4 2 1 1
Ainsi, ———dt = ————du= cos® udu = M du = -+ T
o (1+12)2 o l+tan®u o o 2 4 8

1
13.2 e) On pose u = 7 avec te [\/5,2]. On a 0w

1
Ainsi /2 _ dt : 1 ! du : ! d [arcs'nu}
1 = — —_— = — —adu = — 1 = —.
’ 2 _ 1 1 2 T
vz tVit 1 % < /? —_1u % oy % 12

13.3 a) On pose u = V/t avec t € [1,4], donc on a t = u” avec u € [1,2].
dat 4 2

On a alors v 2u d’ou / eVidt = / 2ue” du. Cette nouvelle intégrale peut se calculer en faisant une intégration
u 1 1

2 5 2
par parties. On trouve : / 2ue" du = [2ue“} — / 2e" du = 2¢°.
1 1 1

Yin(vt—1 2 - 2
On a alors g:2u d’oﬁ/ ()dt—/ M2udu:2/ In(u — 1) du.
du 3 Vit V3 u V3

On fait maintenant une intégration par parties :

2/;1n(u—1)du:2[(u—1)1n(u—1)]2 —2/2 du=—2((vV3-1)In(v3—1) —4+2V3.
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2
13.4 a) La fonction est bien continue. Soit (a,z) € }0, % [ .

x t int x + blr{t
On calcule m dt qui est aussi ——Cost ¢ en posant u = tant.
. sintcos?t . cos?t

T . tan
t t 1 tanx
tdt:du et, ainsi, / C?Sﬁcit:/ <1+E) du = {u—l—lnu} = tanz + Intan(z) + C.
a t.

2
sint cos®t ona tan a

13.4 b) Cette fonction est définie sur R, y est continue et admet donc des primitives. Soit z € R. On s’intéresse a

o dt 1
——_ dt dans laquelle on pose u = e’ c’est-a-dire t = Inu. On a donc — = = et ainsi
o 1+th(?) du w

13.4 ¢) La fonction est définie sur R} et y est continue.

2
Avec le changement de variable u = Vet — 1, on a t =1In(1 + u2) et ainsi, j—i =1 +uu2'
VTN 2 v =1
Soit z > 0. On a ainsi \/7 dt = witw du = Z[arctanu} = 2arctan(ve® — 1) + C.

13.4 d) La fonction est définie et continue sur R} .

: dt
Le changement de variable u = % donne t = u® et ainsi, ™ = 3u?. Soit > 0. On a
u

¥z ¥z 3
3u? 3u 3 Ve 3 2

= = 1 1 = —1 3 1 .
/1 A / wra /1 21 = [ nu’ + )]1 p (@t 1+ 0

dt u
Le ch td iabl =+/t2—-1d t= 2+1etainsi, — = ———.Soita>1letxz>1.0
e changement de variable u onne v u? +1 et ainsi, T v oit a et x n a

T z2-1 z2-1
1 1 U
t————=dt = du = du = arctan \/x C.
/a /ml VS RS /ml vy T e v L
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IFiche n° 14. Intégration des fractions rationnelles|

Réponses
14.1a) oo, ln<3)
2
14.1b) ...l lln<5>
2 3
9
14.2a). ... 2In —
a) 15
14.2b) ...l In(a+1)
14.3a) ...c.ooiinn... ln<7)
3
33
14.3Db) oo In —
) o8
14.4a)....... In <2\/¢§ -1 )
Corrigés
14.1 a)

t— In(¢t + 1). D’ou le calcul :

(i)

a
a? + 2

La fonction ¢t — 1/(t+1) est bien définie et continue sur [1,2]. Une primitive de cette fonction est la fonction

14.1 b)

attention & ne pas oublier le facteur 1/2! On calcule ensuite :

/2 Loy [1n(2t+1)r
L2+ 1 2 X
__In(5) gln(S) _ 1y

On proceéde comme précédemment mais on remarque qu’une primitive de t — 1/(2¢t+1) est t —
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14.2 a) On commence par simplifier 'expression intégrée. Pour ¢ € R convenable, on a

1
8 8
1
—2{ln(t+%)}16
8
:2(1113—111?) =2In 9x8 :21112.
16 8 5x 16 10

Le résultat est < 0 puisque 9/10 < 1.
C’est cohérent car on intégre une fonction > 0 entre é et %, donc « a rebours ».

14.2 b) On calcule :

t+a

2+t+1

/2 Al g [m(t2 i 1)]2 =In(7) = In(3) = ln(g)-

*ln(llxg)*lnﬁ
T\ xT/)

14.4 a) On calcule :

V2 t+ g5 12 24 \2
— V2 gt == 2TV

L 22t 2/, 242
V2

{ln(tz—k\/it)}
1

1

2

R U PR G (PR VI W ST
1“(1+ﬂ) ((1+ﬁ)(ﬁ—1)> (V2 =)

:ln<2 f—l).

N = N

(ln(4) —1In(1+ \/5))

14.4 b) On force & apparaitre au numérateur la dérivée du dénominateur. On calcule :

1 1
t 1 2at 1 2 1
dt = — 7dt:—[l ¢ 1}
/L e Ul B vl LG
Va v a
1 1 fa+1
:%(ln(a—kl)—ln@)):%ln( 5 )

14.5 b) Supposons que A et B soient trouvés. En particulier, pour ¢ convenable, on a

_ 4. Bl-1)
zt—2*A+ t—2

Cette égalité est encore valable pour ¢ = 1 (par exemple par continuité). En évaluant en ¢ = 1, on trouve A =
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De méme, on trouve B = 1.

4 t—2 4
:2[ln(t—2)—ln(t—1)] :2[111(7)}
3 t—1/13
2 1 2 4
fZ(lng—lng)f2(lnf—|—1n(2)>f2ln§.
14.6 a) Soit ¢ € [0,1]. Déja, on a
1 _1<L_L)
2—4 4\t—2 t+2

Donc, on calcule

14.6 b) Soit t € [2,3]. Déja, on a

Donc, on calcule

3 3
2 11 g E—1Y7° 2 1 4
/27t2_tdt_2/2 (—t_l—;)dt_Q[ln(t—l)—ln(t)L_Q[In(T)L_Q(lng—lni)_21n§.
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14.6 ¢) Soit t € [0,1]. Déja, on a > + 4t + 3 = (t + 1)(t + 3) et

1 _1< 1 1 )
t+1)(t+3)  2\t+1 t+3/

1 1
1 1 1 1
— dt== [ (- )t
/0 Z14t+3 2/0 <t+1 t—|—3)

_ 1 [ln(t+1) 71n(t+3)}: = %[ln(ﬂ)r

Donc, on calcule

14.6 d) Soit ¢ € [0, £]. Déja, on a

Puis, on calcule

14.7 Déja, on remarque que, pour ¢ € R convenable, on a

11 1 1
t2—a 2ya\t—+va t++a)

Donc, on calcule
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14.10 On a
/2 ;dt = [1 aurctan<t>}2
P42 V2 v2) |,

= % <arctan(\/§) — arctan(é)) = % (arctan(\/i) + arctan<\}§> ) .

. R . . 1 s
Or, on sait (c’est un exercice « classique ») que Vz > 0, arctanx + arctan — = bx Donc, on a
T
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I[Fiche n° 15. Systemes linéaires

Réponses
15.18) e {3, 1)} 15.48) oo {(2,-1,3)}
15.1D) e {(7,2)} 15.4D) i {(-1,4,2)}
1 2 1504 C) et
150 C) e (=,2) )
3’3 9 —
154d)........oooaen {(—7 %~ ,z);zeR}
2 2
151 d) oo {(‘[,\f)}
32 15.58) oo {(1,1/2,1/2)}
-1
15:28) oo {(I_Z’2+za)} 15.5 D)t
15.5C) 0o [{(52,1-42,2) ; 2 € R}
15.2D) i (2,-3) ! .
155 d).oeeeeee (1, ——, )
15.2 ¢) (ia—&—icﬂ —a—ti) at?at?
2C) 13 3913 13
15.68) 0o {(5,3,-1)}
2 2
15.2d) ‘(“*2‘“‘”“)‘ 156 D)oo
15.38) ccciiiiiiii, ‘{(1—&—2,—2’,2);26[&}‘ Zta-1 &®—a-1 —at+at1
15.6 C) {( g} c, FRE 51 c)}
15.3b) .o ‘{(1,y,3+2y);y€R}‘ ‘ ¢ ‘
15.7 8) i {(0,0,0)}
1 1 4 o
15.3¢)...iinnnt {(63—22,—3—1—32,2);26R}
15.7b) e {(amy, —z—y); (z,y) € RQ}
-5 3 =25 7
15.3d)........ _— -, — — — R 15.7¢C) e r,z,zr);x €R
5.3.4) {0 -3 - Janocr) ) [{e,2,0)5 2 € R
Corrigés
15.1 a) On calcule :
r—2y=1 r=142y r=142y 10y = 10 y=1
{ 3z + 4y = 13 ‘i’{ 3(1+2y) +4y = 13 ‘i’{ 10y +3 =13 ‘i’{ r=1+2y ‘i’{ €=
) 2z +y =16 y =16 — 2z 3r=5+16=21 =17
15.1 b) Oncalcule.{ _y=5 <:>{x—16—|—2a::5 <:>{y:16—2x <:>{y=16—14=2
y 2
) 3z—-6y=-3 z—2y=-1 z—2y=—1 =3
15.1 ¢) Oncalcule.{29[;_’_2y_2 <:>{x+y—1 L2H<[:/>2L1{3y—2 & x:—1+2><g:1
3 3
15.1d) On calcule :
3x — Ay = —V/2 3z — 4y = —V/2 N 3x — Ay = —/2
62+ 2y =3V2 LocLs—2L, 8y + 2y = 2v2 + 3v2 10y = 5v/2
_ V2
y= V2 T2
& 2 3 &
31::4><7—\/§:\/§ x—@
3
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3 3 121_%
15.2 a) Oncalcule:{ gx+iyi2 & yZliix = y=1*§$ =
T+dy=a 2r+4—6x=a —4dr=a—4 —1—§+§a—_—1+§a
V=T 9TRY T2 T
15.2 b) On calcule :
T —ay=3a+2 rz=ay+3a+2 N z=ay+3a+2
ar+y=2a—3 dly+3d®+2a+y=2a—3 (a2+1)y:2a—3—3a2—2a
-3 —3a”
y=——"" —_3
14+ a2
14+a2#£0
r=-3a+3a+2=2
15.2 ¢) On calcule :
x*ia—i—iaQ
3z + 5y =a y=2x—a2 y=2x—a2 13 13
2 -~ 2 <~ 2 <~
2r—y=a 3z+5x(2x—a’)=a 13x —5a" =a 1 5 , , 2 3,
=2 — pa— — = —q — —
Y X(13‘”13a) Tt
15.2d) On calcule :
x4+ 2y =3a 42y =3a y:a+a2
{2x+3y:5aa2 L2<—L2—2L1{ fy:5afa276a:fa27a <:>{ x:3a72(a+a2)—a72a2
) c+2y+z=1 r+2y+z=1 Yy=—z r=1+z2
15.3 a) Oncalcule.{ Sty -9z =3 ngf}:ml{ By —Br=0 @{x—2z+z:1 Yy s
) 3z —-2y+2=6 dr =4 =1 z=1
15.3 b) Oncalcule.{ T2 = -2 L1<—<:>L1+L2{ D 4:){ Sy — 2= —3 (:){ s =2y +3
15.3 ¢) On calcule :
T — +32’*§ T—y—+3z *_—l—i—éz
yreE=g yrerTy V=73 73
Lo+ Lo—L <
3 lecle—la 3 5 -1 4 5
— = — — = - — — = -1 = — -2 — —
T+2y—=z 5 3y — 4z 575 3 +3z 32+2
1.4
V=3T3
-
_ B35
6 3
15.3 d) On calcule :
5 5 5 5 =25
5m+y+2z——§ y——§—5x—2z 7m+4z——§—§—T
< <
2m—y+2z:—g 2x+g+5x+2z+2z=—g y:—g—5w—2z
_Z»_ 7,
24 4
-
5 % T, -5 3
Y=73 272" 7127 2
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15.4 a) On calcule :

r+2y—z=-3 r4+2y—z=-3 r+2y—z=-3
2c —y+2=38 = —5y+3z2=14 = -5y +3z=14
3x4+y+2z=11 L2+ L2—2Ly —5y+5z=20 etletlz | 9,—¢
L3 <+ L3 —3L1
= r+2y—3=-3 & z+2y=0 & y=—1
—by+3x3=14 —by=14—-9=5 r=—2y=
15.4 b) On calcule :
a—b—c=-7 a—b—c=-7 a—b—c=-7
3a+2b—c=3 = 50+ 2c =24 = 5b+2c =24
da+b+2=4 L2+ L2—3L1 | s5b+6c=32 P72 | 4c=38
L3<—L3*4L1
c=2 c=2
= a-b-—2=-7 < b=4
50+2x2=24 a=-5+4=-1
r+3y+z=1 r+3y+z=1 r+3y+z=1
15.4 ¢) On calcule : 20 —y+2z=-1 — —T7y=-3 — —Ty=-3
2+ 10y +2=0 Ly < L2 — 2L, Ty =—1 Fstobatla | = 4
L3 <+ L3 — L1

Le systéme est incompatible car ’équation 0 = —4 n’a pas de solution.

3x+2y+32=0 y=2x+2z+1 y=2zr+2z+1
{2m—y+2z——1 @{3x+4$+4z+2+3z—0 @{7:6—4—7,2——2
dr+5y+4z=1 4 +10x + 10z +5+42=1 14x + 14z = —4
_ 2
y=2r+2z+1 T="F77
= 5”:_2_2 = 4 3
7 y:—22—?+22+1:?

15.5 a) On calcule :

r+y—z=1 r=2—-2y r=2—-2y r=2—-2y
T+2y=2 < 2-2y+y—2z=1 & —y—z=-1 S y=1—2z
1

20 +22=3 4—-—4y+22z=3 —dy 42z =— 444z +2z2=-1
r=2-2y z=3/6=1/2
S y=1l—-2z &< y=1-1/2=1/2
6z = r=2-1=1

15.5 b) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
T+2y—2z=2 <~ y—z=1 <= —z=1
L3« L3+4L>

Yy
20 —2y+22=3 Lo La—1In —dy+4z=1 0=5
Ls <+ L3 —2Ly

Le systéme est incompatible car I’équation 0 = 5 n’a pas de solution.

15.5 ¢) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 y=1—4z

T+2y+32=2 = y+4z=1 <:>{ ~ _ _ .

90 13y +2:-3 Lo Lo—ILa e —1 r=—1-42)+2+1=52—1+1=5z
Ls <+ Ls—2Ly
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15.5 d) On calcule :

r+y—z=1 r+y—z=1 r+y—z=1
z+2y+az=2 — y+(a+1)z=1 = y+(a+1)z=1
20 +ay+2z=3 Lo Lo—1Ls (a—2)y+42=1 LseLst(@-a)la 4+ (2—-a)(a+1)z=3—-a
L3(—L3—2L1
r+y—z=1 r+y—z=1
S yt+(at+1)z=1 &< y+(a+1)z=1
(4+a+2-d°)z2=3-a (—a®* +a+6)z2=3—a
On factorise le trinome —(a”> — a — 6) = —(a + 2)(a — 3) qui est non nul dans le cas étudié.
_ 3—a 1 _ 1
T “(@+2)(a—3) a+2 a+2
z+y—z=1
a+2—-a—-1 1
D’ou : y+(a+1l)z=1 2N 1 s y= —
=1—(a+1)x
(—a* +a+6)z=3-a v (et )x 335 a@+2 a+2
=1 P —— L _
v=l-y+z o a+2 a+2

15.6 a) On calcule :

r—2z="7 r="T+42z r="T+42z =742z z=-1
20 —y=7 & MU44z—y=7 &< y=7+4z SC y=74+4z &S ¢ y=7—-4=3
20—2z2=17 20 —2=17 144+82—2=17

15.6 b) On calcule :

Tr—az=c r=c+az r=c+az r=c+az

ar—y=c &4 alctaz)—y=c &L y=(a—1c+a’z e{ y=(a—1)c+ad’z

ay—z=c ay—z=c ala—1c+d’z—z=c a((afl)chan)fz:c
r=c+az

e y=(a—1)c+ad’z
(@®=1)z=(01+a-ad)c

Dans R, I’équation a®-1=0a pour unique solution a = 1 (fonction ¢ — t® strictement croissante). Or a # 1, donc
a® — 1+ 0, on peut déterminer z dans la troisiéme équation.

—a’+a+1 _fa2+a+1
(a—1)(a2+a+1  a3-1

Z=2cC C

r=c+az 5 1 9 1
y=(a—1)c+a’z = y:(a—l)c+a2_a I+a+ Lo —atl,

(@®=1z=0+a—d)c a® -1 a® -1

ot fa2+a+1c az+a71C
T = a =
ad —1 a’ —1

15.7 a) On calcule :

dx+y+z==x 3x+y+2=0 z=-3x—y z=-3r—y

z4+4dy+z=y &< x+3y+2z=0 &< z2+3y—3z—y=0 S =y

r+y+dz=2z2 r+y+32=0 x+y+3x(=3xz—y)=0 —102z =0
Sr=y=2=0
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dr+y+z2=3z z+y+z2z=0
15.7b) Oncalcule: < z4+4y+2=3y << z+y+2=0 Sz=—-x—y
r+y+4z =3z z+y+2=0

15.7 ¢) On calcule :

dx+y+z =6z —2z4+y+2=0 z=2xr—y z=2xr—y
z4+4dy+2=06y ¢ z—2y+2=0 S z—2y+2x—y=0 &< 3r—-3y=0
=0

z+y+4z =062 r+y—22=0 r+y—2x(2x—y) —3z+3y=0

=y
<:>{ z=2r—x==x

Réponses et corrigés
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I[Fiche n° 16. Nombres complexes|

Réponses

16.1 a) ....... 4 + 321 16.1 g) i B E] 16.2 C) ........ \/gei% 16.2 h) ZCOS(l)ei%

..... 12

— [ Al EEYee 16.3a).............
16.1¢)....... 1610 ... 1 V3, -
2 16.2¢)......... 2¢e's 16.3 b) 1 1
16.1d)............. 5 - T
: 16.2a)............ 16.2 1) ..... 5v/2e~ 1% 2 V2
16.1¢).. | —119 + 120i : 1 1
16.2b).......... 8e'™ i2z 16.3¢).. | —— —i—
3 1. 16.2¢g)........ 10e!3 ) N ARG
16.11)..... =i
10 10
Corrigés

16.1a) On développe : (2 + 6i)(5 +1i) = 10 4 2i + 30i 4 6i° = 10 + 32i — 6 = 4 + 32i.
16.1b) On développe : (3 —i)(4+1i)=12+3i —4i—i"=12—-i+1=13—1i.

16.1c) On développe : (4 —3i)> =4> —2x 4 x 3i + (3i)° = 16 — 24i — 9 = 7 — 24i

16.1 e) On développe :
(2-3i)" = ((2 —31)2)2 =(4-2x2x31—9)=(-5-12i)> = (54 12i)° =5+ 2 x 5 x 12i — 12* = —119 + 120i.
Ou bien : avec la formule du biné6me de Newton,

4
2-3)'=>" (2) 2" (—3i) ="
k=0
= (=3i)* + 4 x 2 x (=3i)® + 6 x 2% x (=3i)% +4 x 2° x (=3i) +2*
= 81 + 216i — 216 — 96i 4 16 = —119 + 120i.

3+i 341 3 1,

2-3i  (2-3)(5—-2i) 10—4i—15i—6 4 19,

5+21  (5+2)(5-2)  52+22 29 29"

16.1 h) On utilise la définition de ’écriture exponentielle et la trigonométrie :

e % = cos(—z) —|—isin<—z) = cos(ﬁ) —isin(z) L ﬁi
N 3 3) 3 3/ 2 27

16.2a) Ona 12| =12 et arg(12) = 0, donc la réponse est 12 (ou 12e™).

16.2b) Ona|—8 =8et —1=¢".
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. .37 .
26" — 26! F = 2¢ 5 = 2¢'

16.2 f)  On calcule |5 — 5i| = \/52 +52 = \/2 x 52 = 5v/2 et on écrit

5— 51_5f(f \f>

16.2 g) On calcule | — 5 4 5iv/3| = v/25 + 75 = 10 puis on écrit

—5 4 5ivV3 = 10(—; + ﬁf) = 10(cos(2§) +isin(%”)).

3

16.2 h) On écrit que e'3 +6'6 =¢'t (ei(%_%) +ei(%_g)) =¢l7 (e o —&—e_i%) = 2cos(1>e%.
I

| = 2cos( Kl
|f2cos(12) (carcos(12) 0et

iz

On en déduit que I’écriture exponentielle de e'3 + el est 2 cos(%)ei%.

| = 1) et arg(e‘gr +e‘g) =arg(e'?) =

16.3 b) De plus, en multipliant par le conjugué, on obtient

(1+v2+i)?

04V 204 VR)i -1

1+2v2+2+2(1++2)i—1

T A+ V2- DA+ V240
C24+2v2+2(1+V2)i
B 442V2

(1++v2)"
2(1+v2)(1+19) 1 1

2v2(vV2+ 1) 2 2

= = —— 4+ —i

1+2v24+2+1

V2 V2

16.3 ¢) Enfin, z = Y= + Y5 =¢'T | donc 2

2 2
20215, 505im+ T i 505ir  Xi i
Comme 2021 =4 x 505+ 1,onae 4 =e 1" =e e1 = —e 4.

2021 _ (eig)m?l e%m.

Réponses et corrigés
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IFiche n° 17. Trigonométrie et nombres complexes|

Réponses
1 3 5im
17.01a) e 1 cos(3z) + 1 cos(z) 17.2d) . 2cos<iﬂ->e 12
1 1 1 T\ 13z
17.1b).... 1 cos(4z) + 5 cos(2z) — 1 17.2€) i 2COS(E ez
1 1 3 1 lin
17.1¢)... ~3 cos(6x) + 1 cos(4x) — 3 cos(2x) + 1 17.26) . 28111(%)67174
sin(9z) =~ 3sin(5z) sin(3z)  3sin(z) cos( =) 1sin
17.1 d) ) + R 8 8 17.2 )i - <;2)elg4
Sln(ﬂ)
cos(9z)  3cos(bz)  cos(3z)  3cos(x)
17-1¢) s 8 T8 "% 17.20) o 227 cosT (12 )T
17.1 1) L sin(11z) + > sin(52) + 2 sin(32)
Af) .o ——sin(1llz) 4+ - sin(dz) + = sin(3x 5
1 1 2 1723 8) oo QCOS(%)eIT
17.2 a) 2 ( T ) ifs
28) cos| — e 7r
12 1723 D)oo 2sin( )el ge
i ks
2Db) — — T T+ 1
17.2 b) < 2COS<1Q)>e 17.48) . ¢ 2+
™ —T7im
(T 1
17.20) i 2Sln(12)e " 17.4D) g(e7T -2)
Corrigés
17.1 a) On calcule :
e pemim\? g 1 3
3 3ix 2ix —ix irx —2ix —3ix iz —3ix ix —ix
cos (x)—(Q) :§(e + 37" e " 4 3e'e +e ):g(e +e )—!—g(e +e )
= —cos(3z) + - cosz
17.1 b) On calcule :
2ix —2ix iz —iz \ 2
.2 e” +e e’ —e 1/ 2z | —oizy( 2 —2iz
cos(2z) sin”(z) = ( 3 ) ( 5 ) = —g(e +e )(e —2+e )
— _1 (e4i1' + ef4iw _ 2(62i1‘ + 672130) + 2) — _1 COS(4[E) + 1 COS(QJ?) _ 1
8 4 2 4’
17.1 ¢) On calcule :
QT | o=2iT 2 /e _ gmiz\ 2 1
2 .2 - 4ix —dix 2ix —2ix
cos”(2z) sin (x)—( 5 ) < 7 ) :—E(e +2+e )(e —2+4e )
1 Gix 4ix 2ix 2ix —2ix —2ix —dix —6iz
:—E(e — 27 e +27 —4+ 2 +e — 2e +e )
o 7i 6ix —6iz dix —4diz 2ix —2izy _ 71 1 _ § 1
=~ (e +e 2™ +e )+ 3(e™ +e ) 4) =3 cos(6z) + 2 cos(4x) 3 cos(2x) + 1
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17.1d) On calcule :

3iz —3ix 2ix —2iz \ 3
— 1 i —3i i ix —2i —6ix
cos(3z) sin®(2z) = (e te )(e 2,e > :—E(eSx—i—e Bx)(eﬁx—SeZ“—&-?)e A _ e 6“)
i i
1 iz —9ix iz —bix 3ix —3iz ix —ix
:——(eg —e T 3’ —e ) 4 M — e T L 3(e — e ))

)+ %sin(t’m) - %sin(i&x) - %sin(m).

|

|

|

<]

=
~
©

8

17.2a) 1+¢6 =¢1 (e_lll +elll) —2cos(17r—2> elTs
—_——
>0
172b) 1+eT = (e 9 175 ) =2 5 (oeos(T Ve o — (—9c0s( 7))o
)L B (o ) 2con(5) 8 = (20 (g ) e B = (2es( ) )e
N————
<0

17.2d) 1+ ie's =1 +ei%ﬂ = BSESQCOS(SJ) = 2cos(5—7r)651i5r

iz iz B8 53 2% T\ 5z
17.3a) €3 +ezZ=¢"2 |72 +e 2 ZQCOSE e'T
>0
iz i 1%'*'% 1%_% 1%_% . e 5i s 515 L s jllm
17.3Db) €'5 —¢e'2 =¢'" 2 e 2 —e 2 = 2sin( — )ie”' 12 = 2sin( — |e”' 1272 =2sin( — ) e 12
12 12 12
N—_——
>0

17.4 a) On calcule :

/ e” sin(z) dz
0

Il
o\:‘
@

8

—

B

—~

(-Dv—

8

N2

o

8

I
c\

3

—

. B

—~

@

| 8

(D.—v

8

—

o

8

|

—

B
7 N\
:N:‘

(D/\

t
k3

[oN

8
N——
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IFiche n° 18. Sommes et produits|

Réponses
18.1a)........oonn nn+2)] 188b) ... T 186 ) E
n
ns N3
18.1b) ....... T(n+1)(n+4) 183¢C) i, 5"(n!)2 nt 1
186 d) ..o
18.3d) i, [0] 2n
18.1 ¢) n(bn + 1) .
dc) oo 1
2 1840) oo n(n; )| 18.7a). l=
(n—=2)(n-="7)
18.1d)......... 1 1
) 6 18 4 b) ...................... @ 18 7 b) ........... 5 _ + 3
n
1 9 18.4c¢)...... n2" Tt £ 2(1 —2)
18.2a)....... n(n+1)(n+2) ’ 2t 1)
3 2 2 18.82a) ....ivnn.....
18.4 d) n*(n+1) 2
18.2b)... [n(n+1)(n® +n+4)| B 1 "
18.8b) .civiiiiinn...
18.5a) .......... 2)3 — 23
18.2¢)........... 2(3”*2 1) %) (n+2) 1
18.5b) .............. In(n + 1) 18.8 ) n(n? — 1)
| 1 (%)nﬂ : 8BC) i —
18.2d)....... 5"
3 18.5 C) ........... — (n n 1)' 18.8 d) n(n+ 1)(77’L2 +13n +4)
12
18.2¢)... | = (7" —1) +n(n+4) 18.5d)............ (n+1)—1 D)
18.8¢)......... ——— In(n!
- T 18.6a)e ) p o)
2n 18.6b)................ 18.810)...... n(n+1)(4n 1)
18.328).c0.ieinnnnnnn.. 94-p+1 6
Corrigés
n+2 n+2
18.1 a) On utilise la formule suivante : Zn = nZl =n+2-14+1)xn=n(n+2).
k=1 k=1
n+2
18.1 b) On utilise la formule présente en prérequis : Z Tk =17x (nt+2-2 +21)(n +2+2) = T+ 1;(n + 4).
k=2

n

Z(3k4—n_1):3zn:k+(n—1)21:M_Fn(n_l)zw.

18.1 d) On utilise la linéarité de la somme :

(5 =3 S0 (Er -5 =5 (e o) < e
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18.2 a) On développe et utilise la linéarité de la somme Z k(k+1)= Z K+ k= K+ Z k.
k=1 k=1 k=1 k=1

, . , 2 4+ 1)2n+1) n(n+1)(n+2)
Puis, on utilise la formule suivante : ; k* = —s D’ou ; E(k+1)= —

18.2 b) On utilise la linéarité de la somme :

n

S (kR +2) =43 K +8Y k= 4"2(": D s"("; D (4 1)(n(n+1) +4) = n(n+1)(n +n + 4).
k=0 k=0 k=0

n—1
1—3n =2+ 9
18.2 ¢) On utilise la formule pour les sommes géométriques : on a 23'“ =3 13 = 5(3” 1)
k=2

18.2 d) On factorise pour faire apparaitre une somme géométrique :

n ~ n B n k 1— (%)n—O-{—l 1— (Z
2k5n k — 5n 2k5 k — 5n (g) — 5n 5 — 5n+1 5 )
2 2 2(G) =t T e

SIS

18.2 ¢) On utilise la linéarité de la somme :

i _ K - - =1 n(n+1)  Tin
DT +ak—n+2)= 744 k+(-n+2)> 1=7 sttt n= (T =D 4t
k=1 k=1 k=1 k=1
s . 1 2 n 1« n+1
18.2 f)  On utilise la formule suivante ﬁ+—2+ +ﬁ ?;k— o

k=1

18.4 b) On utilise la linéarité de la somme et on effectue ce changement ou renversement dans la seconde. On a
k=mn+41—j, les bornes varient alors de n & 1, on les remet dans le bon ordre. On a

oo . "o
ZE_Zank:ZE_Z}‘
k=1 k=1 k=1 j=1
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18.4 ¢) Avec le changement d’indice, on a, en notant S, = Z k2"

k=1
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Sp=> (G412 =) g 4y 2T =2y i 42y "
j=0 j=0 j=0 j=0 j=0
- 1—2"
_ ‘0l _ n — _ _ n+1l _on
=2|) 2 —n2 +25 5 =25, —n2 2(1—2")
Jj=1
Dot S, =n2"t +2(1-2") = (n—1)2""" +2
n+2 n 2
3 _ 3_n (n+1)
18.4d) Ona) (k-2)°= = T
k=3 7j=1
18.5 a) On reconnait une somme télescopique
n+2
D+1)P -k =8 -2 44— 4 4 (n43)° - (n+2)° = (n+3)° - 2°
k=2

18.5¢c) Enécrivant k=k+1—1,0ona:
)P ol L£5 G § PR o U5 SRS S N o [ MNND S O S
P (k+1)!_,€,1 (k+1)! _kﬂ (k+1)!  (k+1)! _kil Ko (k+1D!| (n+ 1)

18.5d) En écrivant k=k+1—1,0ona:

D hxE =Y (k+1-1k = [(k+1)x k= k] => [(k+1)!—k]=(n+1)! - 1.
k=1 k=1 k=1 k=1
18.6 a) Onécritn%:%x%x ”lenirl_rwﬂ

2%k+1 3 5 7T 2n—1)4+1 _ 2n+1
= — X - X=X X X
Hop—3~ 17173 2(n—1)—3  2n—3
2(n—1 1 2 1
-2 ,1)+ X n1+ =-2n-2+1)2n+1)=—(2n-1)(2n +1) =1 — 4n°.
18.6 ¢) En mettant au méme dénominateur g(l-i)—g(kkl);xgx Xn;lf%

18.6 d) Il faut remarquer I'identité remarquable et faire deux produits télescopiques :

— 1 k2 —1 (k= 1)(k+1) k-1 Tk
0~ 5) -11("% >:H2kxk :<Hk>><<kl_[2k>
nfl)x(?; %X‘..Xn+1>:ixn;rl:n;;1

110 Réponses et corrigés



1 b
18.7 a) D’aprés la décomposition en éléments simples, on a RUESY = % + Pl En réduisant au méme dénomi-
nateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.
~ ] 1 1 1
D’ou Z m = P =l-— yE en reconnaissant une somme télescopique.

18.7 b) D’apres la décomposition en éléments simples, on a ) =7 2 tirs

dénominateur et en identifiant, on trouve a =1 et b = —1.
1 ~ 1 1 1 1
D’ou Z CEDIEE) = 2 PR =35~ el en reconnaissant une somme télescopique.

. n‘ = n(n+1 nin+1
Z J_<z;]><z;1>— (;)n: (2+ )

1<i,5<n

1 1 3
> s ZZ Z Zl*Z o 52]“ k="
1<z<]<n j=1 i=1 i= j=1 k=2

Signalons, qu’en revanche, 'autre ordre de sommation ne permettait pas de conclure.

18.8 ¢) Il faut faire attention & l'inégalité stricte :

n 1 .
S =3 S z(zz+z]> S [20 j
1<i<j<n Jj=2 i=1 =2 \i=1 j=2

ol -5 - £)-

_3|n(n+1)@2r+1) nr+1)|_3nn+1)@2n+1-3) nn+1)n-1) n(n? —1)
B 6 2 B 3% 2x2 B 2 2

18.8 d) On développe d’abord puis on choisit 'ordre de sommation qui semble faciliter les calculs :

S (i+4) Z (i® +2ij + §%) = Z P2+ 2 Z ij + Z 5

E() B ) 5 ) BlE) 508 20 E)

3

_Z "_”1”2]” +Z Z (n+1) ]+Z(J3+j2)+w
(n+1 Z ZZ +ZJ +Z]+ ”+1)

_ (n+2)n(n—|—1)6(2n+1) o (n4—|— 1)?
_ n(n+1)(7Tn® +13n + 4)
B 12 '

18.8 ¢) On calcule :

Y om@)= Y )= Z] Zn:m(i) _ ety ﬁz =D .
2 2

1<i,5<n 1<i,5<n
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18.8 f)

Z max (1, j)

1<i,5<n

1<i<j<n

1<i<j<n

n ]7

DRUIECS
nn+1)
7—22]]71 5

Jj=2 i=1

,2223]71
- [zjz

j=1

n(n +1)

:7(4n+2—

6

On fait une sommation par paquets :

Z max(i,7) + Z max(%,j) + Z max (i, j)

1<j<i<n 1<=i<n

DY i+§ii

1<j<i<n i=1

par symétrie

n(n+1) n(n+1)

[n(n +D)@2n+1)
2

6+3) =

112
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Réponses
19.1a) i w10} . ) nn—1)  19.5a) ...
Ba) i _
19.1b) .o 720 2 195 D) oo [0]
1 n(n—1)(n—2) n
19.1€) i | 193D s 19.5¢) v
19.5d) ...l 12 x 15"
k+1
19.1d) i 193 C) e + B
n—k 2 n
1916) ..................... 1963) ....... 2XZ<2>
19.16) oo 140] 193d)......... (n+2)(n+1) p=0 NP
9! 1 19.6 b) gn-1
z 193¢€e) .o | ———— | O D)ee
19.28) oo = ) CE]
19.7a) oo 2"
9 n! x (n —3) -
19.2Db) .o <4) 19.3f) ........... 92n T2 19.7b) oo non—1
19.7¢)....... n(n+1)2""2
19.2¢) oo 2 xnl] 1944 (n+1)° ) (nt1)
da)...oooo. nx (13 2] T
(2n+1)! 19.7d) ...
19.2d).............. RS A 1
2" x n! 3B3n+2)(3n+1)
19.4Db)..... ,
ad(n+1)2
Corrigés
101! 101 x 100! 101 x 100 x 99!
19.1 a) On calcule : 9T = 991 = 99! =101 x 100 = 10100.
! !
19.1b) On calcule : % = w =10 x 9 x 8 = 720.
1 1 5 1 5—1 4 4 1
19:1e) Oncaleule: 4= 5= S 0 "5~ 5 51 5xdx3x2 30
6 6! 6x5x4 6x5
19.1d) On calcule (2> S o dl T oxda — 9 = 15.
8 8! 8x7x6x5H 8xT7x6
19.1e) On calcule <3>_3!><5!_ TRV = ~3%3 =8 x 7 =56.
7 7! AXxTx6x5x4x3 Tx6x5x4
19.1 f) Oncalcule.4><(4>4><4!x3! 1% 3 3] = 533 = 140.
!
19.2 a) Pardéﬁnition,9!:(2><3><4><5)><6><7><8><9:5!><6><7><8><9.Donc,6><7><8><9:%.
!
19.2 b) Comme pour le calcul précédent, ona 6 X 7 x 8 x 9 = % Or, 2 x 3 x 4 =4!. Ainsi,
6x7x8x9_glxl_ 9\ (9
2x3x4 574 \4) \5)
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19.2 ¢) On peut mettre 2 en facteur de chaque nombre du produit 2 x 4 X 6 X --- x (2n), produit qui contient n

facteurs. Ainsi,
2X4x6x---x(2n)=2"x(1x2x3x---xn)=2"xnl

On obtient ainsi le produit de tous les entiers compris entre 2 et (2n + 1). Il s’agit donc de (2n + 1)!.

Donc, on a
(2n+1)! (2n+1)!

3XHEXTX--x(2n+1)

:2><4><6><~--><(2n) 27 xnl
s n n! nx(n—1)xnmn-2) nn-1)
19.3 Par définit = = =
8), Par définition, (2) 0% (n— 2)! 2% (n— 2)! 2

PP n\ _ n! nx(n—1)xn-=-2)x(n-3)! n(n-1)(n-2)
19.3 b) Par définition, (3> = X (no3) 3% (n—3)! = 5
19.3 ¢) On calcule
(v) RG] nl (k+1)! % (n— (k+1))!
ny Tl :k'x(n—k)' % n!
(k+1) FFDIX (n—(kFD)! : : :

Ck+ D) xEx(n—k-1)! k+1
Tk xm-kxmh-k—-1)!" n—k

19.3 d) On calcule = o =Mn+2)(n+1)
L . . . n  n+l n _ (n+l)—-n 1
19.83 ) On réduit au méme dénominateur T mrD) it xnl mEDl . mEDl it

19.3 f)  On réduit au méme dénominateur

(n+1)! ! (n+1)!  2°xnl (m+1)!—4xn! (n+1)xnl—4xn! nlx(n-23)

22(n+1)  92n 92n+2 92 w 92n 22n+2 - 92n+2 - 92n+2

19.4 a) On met chaque terme au méme dénominateur, a savoir 2n(n + 2)!) :

1 2n(n+1)(n+2)

n!  nlx2n(n+1)(n+2)
1 . n+2
2nx (n+ 1) 2nx (n+1) x (n+2)
ot 1 _ n

2x(n+2)! 2x(n+2)!'xn’

Do,
1 1 1 2nn+1)(n+2)+n+2+n
— + + =
n!l 2nx(n+1)!  2x(n+2)! 2n x (n+2)!
_2n+1D(nn+2)+1)  (n+1)(n”+2n+1)
- 2n x (n+2)! N n(n + 2)!
Ainsi,
1 1 1 _ (n+1)°

A ) T 2x et nxm+2)l
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19.4b) Ona

B(n+1))! . (B3n)! (3n+3)! a®™ x (nh)?
a3t % (n+ )3 * a3 x (n))?  a® 3 x ((n+1)!)3 % 3Bn)!
Or,
Bn+3)!=0Bn+3)x(Bn+2)x (3n+1) x (3n)!
a3n+3 — aSn % (13
(n4+ 1) = ((n+1) xn)® = (n+1)° x (n)>.
Ainsi,
Br+D) 3 @BrnE3)Br+2BEn+)
a3+ x ((n4+1)1)3 * adn x (nl)3 a’® x (n+1)3
C3(n+1)Bn+2)Bn+1)  3(3n+2)(3n+1)
N a® X (n+1)3 - ad(n+1)2
19.5 a) On constate que i 2k (Z) = " (k) Fx1m P =241 =3"
k=0 k=0

k=0

19.5d) On calcule

k+2 (T 2n—k+1 __ 2 k n n+1 n—k
Zz <k>><3 _22 x 2 ><<k>><3 x 3
k=0

k=0

_ n+1 n\ K n—k
=4x3 x;(k)2 x 3

=4x3" X (243)" =4 x 3" x 5" =4 x3x3" x5" =12 x 15™.

19.6a) On développe (1+1)" +(1—1)" =Y <:> +> (=1 (Z) =3 (Z) (14 (=1)%).

k=0 k=0 k=0

Or, 1+ (—l)k = 2sik est pairet 1+ (—l)k = 0 si k est impair. Ainsi, on notant P = {k € N, 0 < k < n et k pair}, on a

A+ +(-1" =) (Z) x2=2xY (:)

keP keP

Or, si k € P, il existe p € N tel que k = 2p. CommeO<kén,onaalorsOéQpénetdoncOépgg.
Comme p € N, on peut aussi écrire 0 < p < ng

Ainsi,
L5 L5)
n n n
= t (1+1)" 1-1)"=2
2 ()= (5) = orvrooreny (3)
keP p=0 p=0
L5 1
19.6 b) On déduit de la premiére question que Z (;p) = 5((1 + D) (1 -1 =2"""
p=0
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19.7 a) On développe (14 2)" = (n) #*. On évalue en z = 1 pour obtenir (14 1)" =

Ainsi, i (Z) =2".

k=0

19.7 b) On dérive par rapport a z la relation (1 +z)" = (n) z".

On obtient n(1 +z)" ' = Z <Z> X kx a7t

k=1

. _ . n—1 _ n - n o
On évalue en = = 1 pour obtenir n(1 + 1) = (k) X k. Ainsi, Z (k) x k= (
1 1

19.7 ¢) On dérive deux fois par rapport & z la relation (1 + z)" <n> z*.

On obtient n(n — 1)(1 4+ z)" > = <Z> X kx (k—1)xz"2.

k=2

n n

Z _ . _ n—2 __ n _ . . n _ _ _ n—2
On évalue en z = 1 pour obtenir n(n—1)(1+1) = Z (k) x kx(k—1). Ainsi, Z (k) xkx(k—=1)=n(n—-1)2""".

k=2 k=2

Or,parlinéarité,onaz (Z) xkx(k—=1)= <Z> xkx(k—l):z (Z) xkz_z

k=2 k=0

n

n
1 1 n 1
1 ntl _ k1
n—|—1( +) n+1 « (k) x v

On évalue en x = 1 pour obtenir

(Z) X k. Donc,

(Z) x k=" (Z) xkx(k—1)+ (Z) xk=n(n—1)2""24n2""" =n(n+1)2""2

116
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IFiche n° 20. Manipulation des fonctions usuelles|

Réponses
™
20.18) ..o E
20.1b) ..o [
In(2
20.28) . . IEE?);
20.2D) ..
In(3
20.2¢) ... —1222;
Corrigés

In(4)

n(20/3)

n(42)

In(2)

. ’len(Q)waJer‘

15% In(3/5) + 3% In(3)

‘x — (In(z) + 1)z” ‘

x

20.2 b)

Soit « € R. Alors on a les équivalences 4" =2 x 2° < 2zIn(2) = (z+ 1) In(2) &2z =2+ 1<z =1.

20.2 d)

10%" =4 x 5" x 9% < In(10°") = In(4 x 5% x 92) & 2z1n(10) = In(4)

Soit x € R. Alors

In(4)

In(4)

(2) +1In(5) —In(3) ~ In(20/3)

Soit € R. Posons X = 2°. Alors 2° +4° = 4 & X + X? — 4 = 0. Cette équation a pour discriminant

& m<2 In(5) + 2In(2) — In(5) — 212(3)) =
20.3 a)
1+ 16 = 17, d’ou deux racines, # Seule la racine —
VI7T-1
zIn(2) =1In virT-1 P — M
N 2 © In(2)

est positive, donc 2° +4° =4 & 2% =

V17T -1
D) d

20.3 b)

Soit 2 € R. Notons X = 4”. Alors 16" —3x4° +2=0& X>-3X+2=0& (X —1)(X —2) =0 & 4" =

10u4z:2<:>x:00u:r:1.
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20.3 ¢) Soit x € R. Posons X = 3”.

Alors on a I’équivalence 2 x 9" —3* -3 =0 & 2X% - X —3=0. Cette équation a pour discriminant 1 +4 x 2 x 3 = 25,

3

, . . . . 3
donc les deux solutions de I’équation sont , i.e. 3 et —1. La seule solution positive est > donc 2x 9° -3 -3 &

—_
=]

—~
DO

~

3 g o rhB) =hE) @) oz—1-

20.3d) Soit z € R. Posons X = 3”.

Alors on a 'équivalence 3° +3** —1 =0 < X? 4+ X —1 = 0. Cette équation a pour discriminant 1+4 = 5, donc les deux
—1+5 V5 —1 V5 —1
2 > <

solutions de 1’équation sont ,donc 3" +3* -1 =0« 3" =

. La seule solution positive est

2
5—1
xln(3)—ln(\f >
2
20.4 a) On n'oublie pas que 2% = ¢*™®) . Donc la dérivée de z — 2% est z — In(2).2".
20.4 ¢) On éerit que z° = ¢®™). Ainsi la dérivée de la fonction est z — (In(z) + 1)e® ™)
. - * P 1 -1 1 1 1
20.5 a) La fonction est dérivable sur R* et sa dérivée est x — — =0
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IFiche n° 21. Suites numeériques|

Réponses
21da) 120 216a)..................... 219 3) /5
21.6b). ... o000 5
2L1Db) 21.6C)ernrnnennennnn. 2001y 0y 115
211 .. (2n+5)- 2" 91.6d). 10 201 25
> | 7] 21.10a)........... 3"+ (—2)"
21.7a). oo —
. 93n+2
21.1d)...... 3(2n + 15) 2 241 21.10b). .. 211
1
21.7b) o — (1+v2)" —(1-v2)"
21.28) oeeeee ) 51| 21.11a) e
21.2b) ..o 29
) 2 21.8a) coiiiiiiii % 2111 b) . 22
2L3a). o 28 s0g0] 2112 257
213 D)t ger| 2LBb).......... 512 21.12b) ..o 65 537
21.48) .o . 3 21.12C) .
O C). o i e —_—
21.4 b) ...................... 1 024 21.12 d) ............. Fn+1 —92
21.5a) ... 2nIn(n 6141
) ( ) 21.8 d) .................. @ 21.12 e) ......... Fn+1 +22 +1
21.5b) ... 4n1n(2
) nIn(2n) 2112 ) oo
Corrigés
211 a) w— 220 T3 g0z _ 12
5 5
211 b) =221 F3 gD gy
5 5
21.1 C) Uy = 2(” + 1) +3 % 2(’7L+1)+2 _ (2n + 5) 2”4—5
’ " 5 5
211 d) :2><3n+3><23n+273(2n+1) 23n+2
" 5 5

21.2a) w1 =2x14+43=5etus=2x5+3=13.
21.2 b) On calcule : uzg =2 x 1343 = 29.

21.3a) vy =\/VV2=28¥3x5 935 —of

21.3b) ve = 2(3)° — 236 — 271

21.4 a) wlfé><22:f:2et,deméme,w2:2.
21.4 b) 1l faudrait formaliser une preuve par récurrence.
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21.5a) ta, =In((2n)°") — In(2°") = 2n1n(2) + 2n1In(n) — 2n1n(2) = 2nIn(n).

100 x (1 +199) 100 x 200

21.6b) s100 = =100 = 10 000.

101 x (1 + 201) _ 101 x 202 — 1012 = 10 201.

2 2
217a)bm _bm;bm_ggjfﬁgjéz ......................................................................................
217b)r_u102_u101_;1_§_214 ......................................................................................................
21.8a) go=3X (%)9—2%—5—?2

21.8b) o010 = go X 11__2? = 621;3 1_3 X512023 - 3501629.

2'' — 1 3x2047 6141
211 T 1024 © 1024°

21.10 a) L’équation caractéristique est r> —r — 6 = 0 dont les racines sont 3 et —2. Ainsi u, = a3" + (—2)" avec

a+p=1
3a—28=1

a, B € R. Les conditions initiales conduisent au systéme linéaire { dont les solutions sont @ = = 1.

5 5

21.10 b) D’apres le a) : us = 3° 4 (—2)° = 3° — 2° = 211.

21.11 a) L’équation caractéristique est ici 7> — 2r — 1 = 0. Ses racines sont 1+ v2 et 1 — v/2 et v, = A3" + pu(—2)"
1

1
avec A, € R. Les conditions initiales donnent ici A = 5 et = —5

21.11 b) Le plus simple (pour un si petit indice) est d’utiliser la relation de récurrence de la suite : v2 = 2v1 +vg = 2V/2.

(1+Vv2)-(1-v2)? 34+2v/2-(3-2v2) _
5 = 5 = 2V/2.

Pour travailler les identités remarquables, d’aprés le a) : va =
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21.12¢) (Fr1—172+1= (22"_1) +1=2""""2 419" L 1=-F,.

21.12d) F, x (F, —2) = (22" + 1) (22” - 1) = (22"+1 - 1) = Fo1—2.

n+1 n+1
21.12f) Frpy —2(Fn— 1) =Fny2+2-2° —2(Fpy1 —1) = Fpyo +2-2°
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IFiche n° 22. Développements limités|

Réponses
2 oot 4
22,0 8 st 3r—x —&—?—7 mgo(:v )
3, 11, 25, .
22 L D) T =352 +F -7 xgo(x )
3 5 6
2 W T 6
22, € it T+ x°+ 3 " 30 90 mgo(m )
er llex? Tex3 = 244Tex*
2202 ) - = - O (a°
2) 2 21 " 16 T a0 T ao0®)
1 1 19
22,2 D) 1——2?— —at— ——2%+ 0 (a7
) 1° 06" sment .20 @)
22.2 ¢) 1—m+§($—1)2—|— o ((z—-1)?)
2 ) 5 o,
22.3 a) L R N ()
B ) ——(zx—-= 0 T — =
m™\? 8 m\3 m\4
22.8 b)) vez(e-T)r2(e-3) 4565 e 0, ((-3))
Corrigés
22.1 a) 1l suffit d’effectuer la somme des parties réguliéres des dévelopements limités & l'ordre 4 en 0 de sin(z) et
In(1+ ). On écrit d flz)=2 —x—2+x—3—é—|— (z*) —|—x—£+0(134)—393—3324——3—&—!-0@4)
Hi ) PR e done Jlw) = 2\ T Ty Ty Ty TS0 6 a0t ) 2 2 .20
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22.1 b) 1l suffit d’effectuer le produit des parties régulieres des dévelopements limités & 'ordre 4 en 0 de In(1 + ) et

et de ne conserver que les termes de degré au plus 4. Observez que le développement limité a 'odre 3 de 1
T

z+1
suffit puisque celui de In(1 4 x) & son terme constant nul. On écrit donc
2 3 4
flx) = <m — % + % — % +w30(m4)) (1 —z+a’ -2+ wgo(m3)) =z - ng + %w?’ — %fk —|—Igo(x4).

22.1 ¢) 1l suffit d’écrire :

2 3 4 5 3 5 3 5
o sin(z) = <1+m+x+$+x+m+ o (w5)> <w—‘”6+f20+wgo(x6)> —rta’+ o o (@),

22.2 a) En utilisant les développements limités en 0 de In(1

+
1 In(1+ z) zx oz 23 ! 5 r 2* 2 2! 5
a:(l+a) eXp( x > eXP( T3 T T O ) meew{ g oA+ O

+
Puis: (1+z) =e[ 1+ _f_’_ﬁ_ﬁ_’_ﬁ -l-1 _£+£2_£3 2-1—1 —£+£2 3+i(_f)4 + 0 (2%
' - 23 4 5) 2\ 23 4/) "6\ 2 3) 24\ 2/ | S0 7

Observez qu’il n’est pas utile de faire apparaitre tous les termes de la partie réguliere du développement limité de
In(1+ )
T

8l

selon la puissance a laquelle on la considere.

ex  1llex® Tex®  244Tex?

1
Dou : (1 T—e— — - 5.
o: (I+a)r =e— S +— 6t 560 T .90
22.2b) Ona
2 4 6
x x x 7
=1-=—4= -
cos(z) 5 t21 720 7.9,
1 1
Vi=142w—-1)— =12+ —@u-1°+ 0 ((u—-1)"
2 16 u—1
puis ]
1 22 gt 8 1 22zt ? 1 z2 ’ 7
Vcos(x)_1+2(2+24720 “sl2tm) fl7) T.9)
1 2 1 4 19 6 7
B R B S ‘
1% T 56% " me0” T.9,@)
. . . - In(2 - ) X o
22.2 ¢) Etablir lexistence et donner le développement limité de f(z) = ————, en 1 a lordre 2, revient a le
T
In(1—1¢) 2

faire, en 0 & l'ordre 2, pour Papplication g définie par g(t) = f(1 +t) = ————=. OrIn(1 —t) = =t — — + o (t*) et
(1+41t)2 2 t50

i jt)2 = (1-t+ tgo(t)>2 =1-2t+ o (t). D'oit g(¢) = (—t - g + tgo(tQ)) (1-20+ o ) = =1+ 3¢+ o (1)
et f(z) =g(x—1) :17x+§(m71)2+ o ((mfl)Q).

2 rz—1

1
22.3 a) La formule de Taylor-Young affirme que cos(z) = 5 ? (z — g) + o (1: — g) (observez que l'ordre 1

sera suffisant!) et

sin(t) =1— %(t— g)Q +t£)" ((t— g)2> Dot sin(7 cos(z)) =1 — %ﬁ(m— 7;)24_137;((3;_ 7?:)2)
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3
22.3 b) On sait que tan(t) =t + % + Oo(t4). Ainsi,
t—

3

t 4
T+t+—+ O (th 3
tan(t+ T = LEtan(®) _ 3 o0t (i b o)) (14 er 20 0 (Y
4 1 — tan(t) t 3 t=0 3 t—0
1—t-“ 4 o
3 t—0

:1+2t+2t2+§t3+ o (t*).

t—0
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- = —
Réponses
1 -3 -1 . cos(kf) —sin(k0)
2301 8) e e eee e 3 3 4 23.20) (sin(k&) cos(kf)
9 -7 3
n n
-2 -6 -5 23.2 ). : :
23.1D) 15 -1 11 J) - () )
18 —26 -1 rooeon
2 2
23.1C). i |17 (matrice 1 x 1)] n n
23.2 k) ......................... (TLQ)
17 =2 n? ... p?
23.1d) ..o 2 14 —4
-1 -7 2 232 1) et nk=1D
-1 1 2 —e
23.10€) . 3 23.3a) o 2(r — ) (—2 T )
-1
1/1 —-1-2
230 0) (=5 15 3)| FEBD)o 3(1 —1+i)
5 4 5 2 -1
231 &) 1
3.1¢g) (4 5> 23.3C) i 513 2 -1
-6 -2 2
5 3 -1 1
23.1h) ..o (4 - 2) 0 40
23.3d).. w0 -2 2
17 =2 T2 -1 1
23.10) oo 70049 —14
-2 —14 4 18 4 2
23.3€) . g|-16 -6 7
23,2 8) ((1) f) 0 —2 1
1 3 23.3 f ! _12 21 3
23.2D) (0 1> B 6 A _2 W
1k 4 -2 2 0
23,2 C) (0 1) N
23.38) .0 slor 5 3 o
45 -5 3 -1 -1
23.2d) . ( )
09
23.30) i Non inversible!
8 19
23.2€) .t (0 27) 1 (1) _11 8 _01
23.30) ... =
ok gk _ ok i) 2{—-1 0 -1 0
23.2 1) (0 ok > 0 0 1 -1
2304 8) A#£1
23.2 g) cos(20) —sin(20) 2)
2 ) e sin(26)  cos(26) 1 ) T 3
23.4Db)........... ——|2x4+2 A —2x-1
23.2h) ..o cos(36) - —sin(30) A -1 00 1o
sin(30)  cos(36)
23.4C) i A#£1
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“1=XA+X 1-X 2-2)
23.4d)..... i 1 0 -1
- 1— )2 A—1 x—1

Corrigés

. s (11 11\ (1 2
23.2 a) Un calcul direct donne A (0 1)><<0 1)(() 1>,

. s oo . (12 11\ _ (1 3
23.2 b) Un calcul direct donne A° = A ><A_<0 1)><<0 1)_<O 1).

o (21 2 1\ (4 5
23.2d) On calcule : B —(0 3>X(O 3>—<0 9).

o — (cgs(&) —sin(H)) « <cos(9) —sin(@)) _ (cos.(@)2 — sin(0)” —2cos(0) sin(0) >

(cos(29) — sin(29)>
sin(#)  cos(9) 2sin(f) cos(9)  —sin(0)? + cos()?

sin(20)  cos(20)

23.2 j) Deux possibilités de faire le calcul : « & la main », ou bien avec la formule théorique du produit.

A la main, on remarque que lorsque l'on effectue le produit D x D, chaque coefficient résultera du produit d’une ligne
no .- n

de 1 par une colonne de 1, donc sera égalan : Dx D = | . (n) .| =nD.

En utilisant les coefficients, on peut écrire que

[D?);; = Z[D]ik[D}kj = Z 1=n.

-2 7
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23.3 ¢) Effectuons un pivot de Gauss :

1 -1 0/1 0 O 1 -1 01 0 O
o 2 130 1 0)—1(0 2 110 1 O
3 -1 210 0 1 0 2 2|-3 0 1/Ls<+ L3—3L,
1 -1 0|1 0 0
— (0o 1 1/2[ 0 1/2 0|Ly<« Ly/2
0 2 21-3 0 1
10 1/2[ 1 1/2 O\ L1+ L1+ Lo
— (0o 1 1/2/0 1/2 0
0 0 1 [-3 —1 1 L3<—L3—2L2
1 0 0/5/2 1 —1/2\ L1+ Li—1/2Ls
— |0 1 0[3/2 1 —1/2|Ly« Ly—1/2L3
0 0 11-3 -1 1

1 5 2 —1
Donc B est inversible d’inverse 5 3 2 -1

-6 -2 2
1 1 2
23.3 d) 1 ne faut pas avoir peur du 7 et écrire que C' = 7r< 1 0 0) . On calcule alors (par pivot de Gauss) que
-1 -2 0
( 1 1 2) 1 (0 4 0 ) 1 (O 4 0 >
1 0 0] estinversible d’inverse —| 0 —2 —2 |, donc C est inversible d’inverse — [0 -2 —2
-1 -2 0 o 11 T\ 1 1

-1 -1 2
— [ 0 1-X 142X
0 1—-X 242X

0 1 0
1 AN O|La+ Lo+ AL
0 A 1 L3(—L3—|—)\L1

Si A =1, alors la matrice n’est pas inversible. Sinon,

(-1 ~1 2 10 1 o> (-1 0  3/(1—=N)|1/1—=X) 1/(1=2)) O)LleLl—kl_)\Lg
0 1—-Xx 14+2x[1 X 0] — [0 1—-x 1+2x 1 A 0
0 1—-X 2+2x0 X 1 0 0 1 -1 0 Vo Lo L
~1 0 0/4/(1—X) 1/(1—X) =3/(1-N) L1<—L1—13AL3
—)(O 1—X 0] 2A+2 A _2>‘_1>L2eL2(1+2)\)L3
o o 1] -1 0 1

A+2)/(1=X) M1 =XA)  (=22-1/(1-N) L2<_1i)\L2

—4/1-X)  —1/1-N 3/(1- ) Lie—I
-1 0 1 )

1 0 0
— 10 1 0
0 0 1

—4 -1 3
1
Dans ce cas, I'inverse de la matrice est Y 204+2 A =22 —-1
- A—1 0 1—AX
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IFiche n° 24. Algebre linéaire

Réponses
24.18). 0o (3,-1) 24.2d) . 24.41b) (5 3)
Ab). L
24.1 b) ................ (_1’3) 24.2 e) ......................
24.2f) ... 1 1/-19 —43
24.1¢)............ (9/11,2/11) ) 24.4¢)........ 2( o o )
24.32) i
241 d)enenn 247515 | 948y oo 1 0 1
24.1€)..oini... ~1,1/2,1/2 24.4d).......... 3 -1 1
) (L1/2,1/2)] 248¢) 0o 0 11
24.28) .o 24.3d) . i
-1 -1 1
24.2Db) .. 1 24.52a).........
) 24.4a). ... (; 15) ) ( 415 0)
24.2C) i N
Corrigés

24.1 ¢) Notons u = A(1,2) + p(12,13). Alors,
A+ 124 :3<:> A+12u =3
N+ 13 =4 g =-2
Ainsi, u = g(1 2) + z(12 13)
B TR T
24.1d) On note u=X\(0,1,3) + u(4,5,6) +v(—1,0,1). Alors,
dp —v =1 A+bdp =2 A+bdp =2
A+5u =2&4u—v =1 & -—v+4u =1
3AX+6pu+rv =1 —Qu+v =-5 —5u =—4
R 4 11
Ainsi, v = —2(0,1,3) + 5(4,5,6) + g(—l,O, 1).
24.1 e) Notons u=A(1,0,1) + u(1,1,1) + v(—1,—1,3). Alors,
Adp—v =-1 Atp—v =-1
w—v =0 &pu—v =0
A+p+3r =1 4v =2

1 1
Ainsi, u = —(1,0,1) + 5(1, 1,1) + 5(—1, —1,3).

24.2 a) Les colonnes de la matrice ne sont pas colinéaires.
24.2 b) Toutes les lignes sont proportionnelles & la premiére qui est non nulle.
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24.2 ¢) Toutes les lignes sont proportionnelles a la premiére qui est non nulle.

3 2 1
24.3 a) En effectuant les opérations élémentaires Lo < Lo + L1 et L3 < Ls + 2L1, on obtient <—1 -1 O).

3 2 1
En effectuant I'opération élémentaire L3 < L3 + 2L2, on obtient (—1 -1 0) .
0 0 0

Ainsi, Rg(A) = 2.

24.3 b) Sisinf =0, i.e. il existe n € Z tel que § = nm, alors la matrice est égale a <(1) 0 ) et elle est de

o (="
rang 2.
Sinon, on effectue 'opération élémentaire Ly < sin(f#)L1 — cos(6) L2 pour obtenir la matrice (sin@ cgs 0) qui est de

rang 2 car sin(f) # 0.

1 2 1
24.3 ¢) En effectuant 'opération élémentaire L3 < L3z — L1, on obtient <0 2 4) .

1 2 1
En effectuant I'opération élémentaire L3 <— 2L3 + L2, on obtient (0 2 4) .
0 0 6

Ainsi, le rang de la matrice vaut 3.
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24.3 d) En effectuant les opérations élémentaires Lo « Lo — 2Ly, Lg < L3 — 4L, et Ly + L4 — L1, on obtient
1 -1 2 3

0 3 -5 —4
0 6 -7 -—13
0 5 0 —2
1 2 -1 3
y e 1s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire Cs <+ Cs, on obtient 0 -7 6 -13
0 O 5 -2
1 2 -1 3
e s . . 0 -5 3 —4
En effectuant 'opération élémentaire L3 <— 5L3 — 7L2, on obtient 0 0 9 _37

0 O 5 =2
Comme les deux derniéres lignes sont linéairement indépendantes, le rang de la matrice vaut 4.

1 3\ ' 1/-4 3
P= (2 4) - 2( 2 —1)'
Ainsi,P<_41> = (91;’2/2> et P<i(i> = (2i3/22>.D0nc f(1,2) = f%(1,2)+%(3,4) et £(3,4) = f§(1,2)+%(3,4).

Ainsi, Matg(f) = 1 <_19 _43>

24.5a) Comme f(0,1,3) = (4,—1) = —1(0,1) 4 4(1,0), £(4,5,6) = (15,—1) = —1(0,1) 4 15(1,0) et f(—1,0,1) =

(0,—1) = —(0,1) + 0(1,0), alors Mats 5/ (f) = <_41 151 _01)~
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[Fiche n° 25. Equations différentielles|

Réponses
251 8) e 25.3 D) . x> e”
25.1b) i T 6’ — 1 25,8 C) T 2027 — "
3z 2504 8) o x— e’
25,1 C) e 5 ; > )
25.4Db) . ‘x»—)?em 5e*2m‘
25.1d) i T 9e?” — 6 1 1
25.4C) i T —e® — —e
2528 oo 3% 3
_ x
25.2b) ‘x 31— 9e-2u/T+2 ‘ 25.4d) .. x— (2—1x)e
6 6 25.4€) i ‘x (2 —x)e?
25.2C) i, :L’b—><+7r> T
V5 V5 255 8) it ’chosx—stinx‘
2e 2e
25.2d) ... i (12 + ) S P AR oy o— /2 v 1 Vs
™ 2 V3 2
2z
25.3 Q) i Tre 25.5 C) e z > e " sin(z)
Corrigés

25.1 a) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogéne
y —12y =0 est {JJ — X' XN e R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Ae'?”.

Alors, yo(0) = 56 = A. Finalement, yo : x — 56027,

25.1 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

y' —y =0est {zx+— Ae”, A € R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = u -+ 1 soit u = —1. Ainsi,
il existe A € R tel que yo : © — Ae” — 1. Alors, yo(0) =5 = A — 1. Finalement, yo : z — 6e” — 1.

25.1 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de ’équation homogene
y' —3y=0est {x e N\ e R}. De plus, si u est une solution particuliére constante, alors 0 = 3y + 5 soit u = —5/3.
Ainsi, il existe X € R tel que yo : 2 — Xe*® — 5/3.

, 8¢’ —5
Alors, yo(0) =1 = X\ —5/3. Finalement, yo : £ — —————.

25.1 d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

y —2y =0 est {x — )\eh, A€ R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0 = 2u + 12 soit u = —6.
Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Ae®® — 6.

Alors, yo(0) = 3 = A — 6. Finalement, yo : x — 9¢°” — 6.

25.2 a) Notons yo I'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’équation est homogene et son ensemble de solutions

—z/5 —xz/5

est {:c — e , A E R}. Ainsi, il existe A € R tel que yo : = +— Xe

Alors, yo(1) = e = Ae”'/®. Finalement, yo : z — 67/,

25.2 b) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

_“/7, NS R}. De plus, si p est une solution particuliere constante, alors 0+ 2y = 2 soit p = 1.

—2z/7 —2w/7+2 + 1.

2
y'—|—§y:06st {x»—>>\e

Ainsi, il existe A € R tel que yo :  — Xe + 1. Alors, 4o(7) = —1 = Xe”? + 1. Finalement, yo : © — —2e
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25.2 ¢) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

vy —VBy = 0 est {:c — )\e\/gx, A E R}. De plus, si p est une solution particuliére constante, alors 0 — v/5u = 6 soit

. . 5z 6
= ———. Ainsi, il existe A € R tel que yo : x — Ae - —.
H 5 que Yo 75
Alors, y0(0) =7 =X — —. Finalement, yo: z+— | — + 7 |e - —.
wo(0) s woaes (Jeam )l 5

25.2d) Notons yo l'unique solution de ce probléme de Cauchy. L’ensemble des solutions de 1’équation homogene

T . . . RN . 2
y —my = 0est {x — Xe™, X € R}. De plus, si x4 est une solution particuliére constante, alors 0 = mu + 2e soit u = _=

™
2 2

Ainsi, il existe A € R tel que yo : © — A" — =, Alors, yo(m) =12 = TS

™ ™

2 _ 2
Finalement, yo : z — (12 + ﬁ)g”“ w2 _ 2
T ™

25.3 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+ 1 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait 7> — (24 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {x = Ae” + e, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, ) € C? tel que yo : @ — Ae” + pue®”.

Alors, y(0) = A+ p =1 et y'(0) = A + 2u = 2. Ce systéme se réduit en A+ =1 et u = 1. Ainsi, yo :  +> e?”.

25.3 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> —3r 4+ 2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 241 = 3 et 2-1 = 2 donc on reconnait r°> — (2 4+ 1)r + 2 - 1). L’ensemble des solutions de
I’équation est donc {x = Ae” 4 pue®™, (A p) € ((32}. Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe’”.

Alors, y(0) = A+ =1 et y'(0) = A+ 2u = 1. Ce systéme se réduit en A +p = 1 et p = 0. Ainsi, yo : z > e”.

25.3 ¢)  Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r?2 —3r +2 = 0 dont les
solutions sont 2 et 1 (car 2+1 = 3 et 2-1 = 2 et on reconnait 7> — (24 1)r +2-1). L’ensemble des solutions de ’équation
est donc {x — xe” + pe®™, (A p) € (CQ}. Ainsi, il existe (A, 1) € C? tel que yo : © — Ae” + pe”.

Alors, y(0) = A+ p =1 et y'(0) = XA + 2u = 3. Ce systéme se réduit en A\ + = 1 et u = 2. Ainsi, yo : v+ 2e%" — e”.

25.4 a) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. 1.’équation caractéristique associée est r?>—1 = 0 dont les solutions

sont —1 et 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {:r e +pe” (A )€ (CQ}. Ainsi, il existe (A, p) € C?
tel que yo :  — Ae” + pe” “.

Alors, y(0) = A+ pu =1 et ' (0) = A — = 1. En additionnant et soustrayant ces relations, on obtient A = 1 et p = 0.
Ainsi, yo : z — e”.

25.4 b) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r> 4+ 3r+2 = 0 dont
les solutions sont —1 et —2 (car —1 — 2 = —3 et (=2) - (=1) = 2 et on reconnait r> — (=2 — 1)r + (=2) - (=1)).
L’ensemble des solutions de I’équation est donc {a: = e T 4 pe P (\p) e (C2}. Ainsi, il existe (A, p) € C* tel que
yo: T — Ae "+ pe 2",

Alors, y(0) = A-p = 2 et 4/ (0) = —A—2u = 3. Le systéme se réduit en A4+-u = 2 et —pu = 5. Ainsi, yo : 2+ 7e™ " —5e™ 2%,

25.4 ¢)  Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r*+r—2 = 0. Le discriminant
du trindme vaut 9 et ses racines sont —2 et 1. L’ensemble des solutions de 1’équation est donc
{x = xe” 4+ pe 2, (A p) € CQ}.

Ainsi, il existe (A, u) € C? tel que yo : 2 — Xe” + pe >".

4
Alors, y(0) = A+pu = 1 et y'(0) = A—2u = 2. Le systéme se réduit en A+p = 1 et —3p = 1. Ainsi, yo : © — —e” — -e
25.4d) Soit yo la solution du probléeme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>—2r+1 =0 dont

la racine double est 1. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {w = (A4 ux)e®, (\p) € (CZ}. Ainsi, il existe
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(A, 1) € C? tel que yo : @ +— (A + px)e”.

Alors, y(0) = A =2 et y'(0) = A+ = 1. Ainsi, yo :  — (2 — 2)e”.

25.4e) Soit yo la solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r? +4r +4 = 0 dont la
racine double est —2. L’ensemble des solutions de I’équation est donc {x — A+ paz)e&z, A\ p) € (CQ}. Ainsi, il existe
(A, 1) € C? tel que yo : & — (A + px)e .

Alors, y(1) = A+ p)e > =1 et 4/ (1) = (=2X + pu — 2u)e” 2 = —3. Le systéme s’écrit A + g = e et 2\ + p = 3. 1l se
réduit en A+ g = e et A = 2e2. Ainsi, yo :  — (2 — z)e? 2.

25.5 a)  Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est r>+1 =0 dont les
solutions sont i et —i. Ainsi, I’ensemble des solutions a valeurs réelles de I’équation homogene est

{m — Acosx + psinz, (A, p) € R2}.

1 existe donc (X, p) € R® tel que yo : @ + Acosx + psin .
Alors, yo(0) = 1 = X et y5(0) = 2 = p. Ainsi, yo :  + cosx + 2sinz.

25.5 b)  Soit yo I'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est 2 4+r+1=0. Les

V3

2

2i7m

2im 1 -
résultats sur les racines de 'unité assurent que les solutions de cette équation sont j = e 3 = —5 + i et j. Ainsi,

I’ensemble des solutions a valeurs réelles de ’équation homogene est

{wl—>ex/2 (Acos \/Sx —Hisin\/}r), (A 1) ERQ}A

+ psin ——

1l existe donc (X, i) € R? tel que yo : @ — e /2 (/\ co8 —— 3

2 2

Alors, yo(0) =1 = Xet yp(0) = -1 = _A + é,u. Ainsi, yo : z — e /2 <cos viz 1 sin?w).

25.5 ¢)  Soit yo 'unique solution du probléme de Cauchy. L’équation caractéristique associée est rP+2r+2=0.

Le discriminant réduit du trindéme vaut —1 et ses racines sont —1 — i et —1 + i. Ainsi, ’ensemble des solutions &
valeurs réelles de ’équation homogene est {ZE — e “(Acos(z) + psin(z)), (A, p) € RZ}. 1 existe donc (A, 1) € R? tel que

Yo : x> e “(Acos(z) + psin(z)).
Alors, yo(0) =0 = X et y5(0) = 1 = =\ + p. Ainsi, yo :  — e~ " sin(z).
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